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最近钱学森同志在一封信中提出了 一个观点，他认 
为数学应该与自然科学和社会科学并列*他建议祢为数 
学科学。当然，这里问题并不在于是用“数学”还是用“数 
学科学'他认为在人类整个知识系统中，数学不应被看 

成是自然科学的一个分支，而应提高到与自然科学和社 
会科学同等重要的地位。 

我基本上同意钱学森同志的这个意见。数学不仅在 
自然科学的各个分支中有用，同时在社会科学的很多分 
支中也有用。近期随着科学的飞速发展，不仅数学的应用 
范围日益广泛，同时数学在有些学科中的作用也愈来愈 
深刻:> 事实上，数学的重要性 不只在 于它与科学的各个分 
支有着广泛而密切的联 I 、，而且数学自身的发展水平也 
在影响着人们的思维方式，影响着人丈科学的进步。总 
之，数学作为一门科学有其特殊的重要性。为了使更多人 
能认识到这一点，我们决定編辑出版《数 学. 我们.数 
学 )) 这套小丛书 t 与数学有联皋的学科非常多，有呰是传 
统的，即那些长期以来被人们公认与数学分不开的学科， 
如乃学、物理以及天文等。化学虽然在历史上用数学不 
多，不过它离不开数学大家是看到的。对这些学科，我们 
的丛书不打算多讲。我们选择的题目较多的是那些与数 



学的关系虽然密切，但又不大被大家注意的学科，或者是 
那些直到近些年才与数学发生较为密切关系的学科 。我 
们这套丛书并不想写成学术性的专著，而是力图让更大 
范围的读者能够读懂1并且能够从中得到新的启发。换句 
话说，我们希望每本书的论述是通俗的，但思想又是深刻 
的。这是我们的目的。 

我们清楚地鉍道，成们追求的目标不容易达到。应该 
承认，我们很难做到每一本书都写得很好，更难保证书 t 
的每个论点都是正确的。不辻，4们在努力。我们恳切希 
望广大读者在读过我们的书后能給我们提出批评意见， 
甚至就某些问题展开辩论。我们相信，通过讨论与辩论， 
问题会变得愈来愈清楚，认识也会愈来愈明确。 


1989 年4月 

于北京大学 
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开始打舁写这样一本书直接的起因是1988年夏天的一 件事： 
在和儿位朋友使到数学时，我徒出7 —个大胆的想法 ：一个 没有现 
代数学的文化是注定要袤落的。朋支们都是数学同行当然都是赞 
同这个说法的，而且大家都悤剡只看到数学对于现代科学枝未的 
作用是远远不够的，数学对于人类文化的影响要深远得多。我们这 
一批老朋友通常的习惯 是：只 要聚集在一起，就要谈论数学遭到的 
冷遇及种种看不惯的事，痛心族首，直到夜深，然后还是各人千自 
己的事，似乎谁也没有羨墓过别人的“效益”，到下一次在一起又再 
议论一蚕。但是一个问题一直縈绕着我，不太容易摆脱7 :数学对 
于人类文化的影响何在？ 

第二年，我为武大哲学系的学生讲了一点数学深，这其实也是 
老想法了。如果按通常的办法在微积分以后再多讲一点具体的糸 
西，似乎对文科学生没有什 么用； 如果讲一 A “新三论”、“老三论，， . 
说老实的，我很佩服我们的老祖宗对“数”有特殊的爱好：“四”维 
“八”德、“ + ”全大补、“九九”艳阳，……谁说中国人不重视數学呢？ 
而我对这些高论，实在大不敬得很，没有首先“ _ f + 悔”自己不懂“托 
牧”、“突变”之为论，而是很奇佟 ：立论 何以必 “ 三”？ 不是“ 四论” •更 
不是“五 论”？ 我怒，还是讲一点实实在在的东西 吧。 一位朋友说， 
哪有一点都不需要算的数学，但是对哲学系的学生而言，更重要的 
是数学思想。子是我遶了非歐 / L 何这样一个題目，我想，玉少同学 
们会祐道，关于“空间是什么'数学家提出了如此革命性的思怒， 
原不是靠几句空诸，而是作了极其艰苦的努力，枳两千年穷根究底 




的探讨 □ 如果同学们知道了科学上的事决没有可以偷巧的，理科、 
丈科统统一样，那就是枳了 一点阴德了。 僅一 A 非吐几何，知道一 
点数学基础方面的争论，吋学哲学学生的好处，当不亚于知道一点 
弗洛依德或法伊尔阿本德 （ Feyerabend . Paul , 1924— 美国科学 
哲学家）——不过我怀疑有几个人真肯念 一点法 伊尔阿本德的书， 
对这位老 先皂心 仪久矣，却是只听樓梯响，不见人下来。中国人似 
乎很容易满足，听虬楼梯响也就如见其人？，所以直到今年四月， 
我才找到他的蒼作的第一个中文译本《自由社会中的科学》（上海 

译文出队社）-讲这样一门课得放最大的是我，因为它逼着我读 

了 一点辻去想读而未读的书. 

这门谍的讲槁就成7这本书的第一个稿子。这时我已开姑感 
觉到数学对人类文化的髟响（还需多作 探讨） ，在于它代表1 一种 
理性主义的探索精神，说它是理性主义的并不否定它表现了一种 
热情。实标上，没有一种枞大的热情支持，人们怎么会倾毕生之力 
去研究一些时常 看不虬 实标应用的问题呢？因为这个想法是逐漸 
形成的，所以写起来时而明白一些.时而又感到没有真 讲清楚 ，虽 
然一再修改，终于难以满意 d 交稿的时间釗了，我 I 只好把这本小 
书交給读者审阅，如能得到抽评和教正，将来再有机会，可把 H 题 
说得清楚一点，也就不辜负明夂们和出版社的好意了 ° 

特别要4谢老朋友 康宏迗 。不仅因为他出了件多主意，而且因 
为，这里面的许多问题是我们多年来谈论的事。我要向他致狄 T 因 
为没有留下更多的时间让他严格地评论这本小书。 

作者 

1990. 5, 20 
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$ 手边是《爰因斯坦文集》第一卷.是商务印书馆 1976 年 
出版的。翻开第一篇是他的“自述” （彳 9 叫）：“我已经6 7 岁了，坐在 
这里，为的是要写点类似自己的讣告那样的东西。”这篇文章多次 
吸引过我，而在动手写《数学与文化》时，对它的回忆又浮上我的心 
头。他说 ，当 我还是一个相当早熟的少年的时候，我就已经深切地 
意识到，大多数人终生无休止地追逐的那些希望和努力是毫无价 
值的。而且，我不久就发现了这种追逐的残酷.这在当年较之今天 
是更加精心地用伪善和漂亮的字句掩饰着的 & 每个人只是因为有 
个胃，就注定要参3这种追逐 & 而且 ，由于 参与这种追逐，他的 H 是 
有可能得到满足的;但是一个有思想、有感情的人却不能由此而得 
到满足就是说人除了物质生活的需要外，还有精神生活的耑 
要，举例来说，为了满足自已的胃，在爰因斯坦生活的那个世界里， 
人们不得不追逐、竞 争:被 剥削是痛苦的，剥削人是残酷的□正因为 
如此，有思想、有感情的人不得不思索着人类的未来.在没有剥削 
的社会里，只看到人的物质需要，忘记了人是有思想、有感情的，则 
人的需要变成单纯生物性的需要，这是可怕的。讨论文化问题，固 
然可以列举文化的各个部门：科学、文学、艺术、政治、宗教、伦理 
…… ，请注意，数学也是文化的一部分，我们可以讨论数学对其它 
文化部门的影响。但是在我看来更根本的是宁可去思索…下人类 
的精神生活以及数学对它的影响。我愿这样来看待文化冋题> 



满足人的精神生活需要有许.多方面:有宗教，这是我们中国人 
不太熟悉的。我们这个民族及其文化可能是宗教色彩最淡薄的。撇 
开了这一点，人的精神生活还有理性的与感性的两个方面。对后一 
领域，不妨谈到音乐。曾有人说，数学是理性的音乐 * 音乐是感性的 
数学。爱因斯坦-1生热爱音乐.他就说过:“音乐和物理学领域中的 
研究工作在起源 h 是不同的，可是被共同的 H 标联系着，就是对表 
达未知的东西的企求。……这个 lit 界可以由咅乐的音符组成，也可 
以由数学的公式组成。我们试图创造合理的世界罔象，使我们在那 
M 面就象感到在家里一样.并且可以获得 我们仵 H 常生活中不能 
达到的 安定， Ti 绝大多数人从半 r 数学是基于人类物质生活上的 
耑要，但是么这一过程中确实也使人产生一种精神上的耑要 ：理性 
生活的需要。人类的这种 现什 生活的需要是什么样的呢？爰因斯 
坦在“自述”中继续写道：“在我们之 外有--个 巨大的 tii _ 界#它离开 
我们而独立存在.它在我们面前就象- 个伟人 M 永恒 的谜，然而甲 
少部分地是我们的观察和思维所能及的。对这个世界的凝视深思， 
就象得到解放一样吸引着我们，而且我不久就注意到，仵多我所尊 
敬和钦佩的人，在专心从丰这项事业中，找到 r 内心的自由和安 
宁。在向我们提供的-切可能范围里,从思想上掌握这个在个人以 
外的世：界，总是怍 A —个最高目标而有意无意地浮现在我的心目 
中。有类似想法的占今人物，以及他们已经达到的真知灼见，都是 
我的不可太去的朋友 6 通向这个天堂的道路，并不象通向宗教天堂 
的道路那样舒坦和诱人；何是，它已证明是可以信赖的且我从 
来没有为选择了这条路而后悔过 ，作 为一个划时代的大科学家， 
他的自述当然会引起我的敬仰和或多或少的共鸣，特別是他提到 
的“得到解放”是什么意思呢？应该认真想一想。但是首先必须冋 
答一个问题：这仅仅是少数最杰出的人的精神屮活还是整个人类 
精神生活的一个恻面？我作屮学生的时候，曾肴过 部 31国电影 


引自“沦科声”,4爱因斯坦文貧 K 第••卷，28.1 — 2从允, 




《居里夫人传 h 其巾 U 个镜头令人永远 难忘： 年青的未来的科学家 
来到巴黎大学.在大大的阶梯教室里听到教授说:“用你的手指触 
摸天上的 M 辰”.这时镜头转到她的充满火样激情的眼睛 D 爰因斯 
坦所说的■其实也就是“用理性的手指去触摸天上的星 辰”。 正是这 
种思想、这种感 情激励 着人们奉献自己于这项事业，巾 j a 自己也得 
到 r 解放。人类从事于这项事业大 约有两 千多年 r (我是从希腊时 
代算起的）.这神精神已经成了人赉最宝贵 财富的 一部分。这就是 
我所想讨论的文化。爰因斯坦为居里夫人写过一篇著名的悼文*他 
说:“在象居 里夫人 这样一位崇高的人物结束她的一生 的时候 .我 
们不要仅仅满足于 回记她 的工作成果对人类已经作出的贡献。第 
一流人物对于时代和历史进程的意义，在于其道德品质方面，也许 
比单纯的才智成就方面还要大。即使是后者，它们取决于品格的程 
度，也远超过通常所认为的那祥， ® 诚然，大多数人不可能以科学 
作为自 Q 的终身事业;大多数在生活中要和科学打交道的人是出 
于一种实用的 S 的。但是这种追求真理的精神对 T 所有的人都是 
极有价值的。如果人们懂得我们的生活有更崇高的 H 标，不 仅仅是 
每个人都有一个胃，而追求真理、追求至善以及追求美，又应该是 
统一的，这样的世界该是多么美好！科学上的巨人好比太阳，不是 
每个人都能成为太阳，但是每个人都可以沐浴于阳光之下。人类社 
会越进步，人就越需要这样的阳光。追求这样一个充满阳光的世界 
也就是追求人类的进步。 

这种理性的探索有一个永恒的主题，这就是，认识宇宙，也认 
识人类自己，在这个探索中数学有着特别的 作用。 数学和任何其 
它学科不同，它几乎是任何科学所不可缺少的。没有任何-科学 
能像它那样泽 被夭下 。它是现代科学技术的语言和工具，这一点大 
概没有什么人会怀疑了 4 它的思想是许多物理学说的核心，并为它 
们的出现开辟了道路，了解这一点的人就比较少了。它曾经是科学 


C . C 引自4悼念 玛丽， 居里 K 《爱闪斯坦文集》第 -卷， 页。 
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革命的旗帜，现代科学之所以成为现代科学，第一个决定性的步骤 
是使白己数学化，这一点正是本书所要讨论的主题之一。为什么 
会这样？因为数学在人类理性思维活动中有一些特点.这些特点 
的形成离不开各个时代的总的文化背景，同时又是数学影响人类 
文化最突出之点。我这里并不想概括什么是数学文化，而只是就它 
对人类精神生活影响最突出之处提出一些看法。诚然，其它的学科 
也可能有这些特点，但大抵是与受数学的影响分不开的 & 

首先，它追求一种完全确定、完全可靠的 知识。 在这本小书里 
可以看到许多被吸引到数学中来的人正是因 A 数学有这样的特 
点。例如说，欧几里德平面上的三角形内角和为180%这绝不是说 
“在某种条件 f ”， “绝大部分”三角形的内角和“在某种误差范围 
内”为180%面是在士题的规定范围内，一切三角形的内角和不多 
不少为180%产生这个特点的原因可以由其对象和方法两个方面 
来说明。从希腊的文化背景中形成了数学的对象并不只是具体问 
题，数学所探讨的不是转瞬即逝的知识，不是服务于某种具体物质 
需要的问题，而是某种永恒不变的东西。所以，数学的对象必须有 
明确无误的概念，而且其方法必须由明确无误的命题开始，并服从 
明确无误的推理规则，借以达到正确的结论。通过纯粹的思维竟能 
在认识宇宙上达到如此确定无疑的地步，当然会给一切需要思维 
的人以极大的启发 □ 人们自然会要求在一切领域中这样去做 & — 
切事物的概念都应该明确无误,绝对不允许偷换概念，作为推理出 
发点的一组命题又必须清晰而判然，推理过程的每一步骤都不容 
许有丝毫含混，整个认识和理论必须前后一贯面不允许自相矛盾。 
正是因为这样，而且也仅仅因为这样，数学方法既成为人类认识方 
法的一个典范，也成为人在认识宇宙和人类白己时必须持有的客 
观态度的一个标准。就数学本身而言，达到数学真理的途径既有逻 
辑的方面也有直觉的方面，但就其与其它科学比较面言，就其影响 
人类文化的其它部门而言，它的逻辑方法是最突出的 。 这个方法发 
展成为人们常说的公理方法。迄今为止，人类知识还没有哪一个部 



门应用公理方法得到如数学那样大的成功 . 当然，我们也看不出为 
什么其它的知识部门需要这样高标准的公理化 J 巨是，如果到今天 
某个知识部门还只是只有论断而没有论据，只是一堆相互没有逻 
辑联系的命题，前后又无一贯性，恐怕是不会有人接受的了。每个 
论点都必须有根据，都必须持之有理。除了逻辑的要求和实践的检 
验以外，无论是几千年的习俗、宗教的权威、皇帝的敕令、流行的风 
尚统统是没有用的这样一种求真的态度，倾毕生之力用理性的思 
维去解开那伟大而永恒的谜一宇宙和人类的真而目是什 
么？ 一一是人类文化发展到高度的标志。这个伟大的理性探索是 
数学发展必不可少的文化背景，反过来也是数学贡献于文化最突 
出的功绩之一 & 

数学怍为人类文化组成部分的另一个特点是它不断追求最简 
单的、最深层次的、超出人类感官所及的宇宙的根本 . 所有这些研 
究都是在极抽象的形式下进行的。这是一种化繁为简以求统一的 
过程 a 从古希腊起，人们就有-个信念，冥冥之中最深处宇宙有一 
个伟大的、统一的、而且简单的设计图，这是一个数学设计图。在一 
切比较深人的科学研究后面，必定有-种信念驱使我们 & 这个信念 
就是: 世界是合理的、简单的、因而是可以理解的。对于数学研究则 
还要加上一点：这个世羿的合理性，首先在于它可以用数学来描 
述，在古代，这个信念有些神秘色彩9可是一直到现代，科学经过 
了多次伟大的综合，多少随意地列举一些 :欧几 里德的 综合； 牛顿 
的综合;马克思威尔的综合 I 爱因斯坦的 综合; 量子物理的 综合; 计 
算机的出现，哪一次不是或多或少遵循这个信念？也许有例外:达 
尔文和孟德尔，但是今天已经开始，人们在用数学去讨论物种的进 
化与竞争，讨论遗传的规律 g 人们会又一次看见宇宙的根本规律表 
现为一种抽象的、至少是数学味很重的设计图.这不是幻想而是现 
实。为什么 DNA 的双嫘旋结构是在卡文迪什实验室完成，受了研 
究分子结构的 X 射线衍射方法那么多奸处？难道看不出这也是一 
种把生命归结为最简单成份的不同位置 、不同 形式、不同数量而成 



的数学味很重的结构吗?这种深层次的研究是能破除迷信的.它鼓 
励人们按照最深刻的内在规律来考虑事物。我们力 ftt 界图录的精 
巧和合理而欣喜而惊异。这种感情正是人类文化精神的结晶。数 
学正是在这样的文化气氛中成长的，而反过来推动这种文化气氛 
的发展。现在应该提出的问题是，对这样一种信念应该怎样去估 
价。 是否坯应该同时也看到它的不足的一面。从科学史看来，一直 
存在 -种“ 还原”的倾向 :把复 杂的现象归结为一些最简单的最原 
始的因素的怍用。物体分成了“质点”、“电荷”;分成了分子、原子、 
亚原子的粒子；生物分成 r 细胞、然后又是细胞核、细胞质、染色 
体、基因、核酸、……丰富无比、千差万别的世界的多样性似乎越来 
越被归纳为这些基本的成份或称为宇宙的砖石在数量 t 、 形状上、 
结构上的差別，这当然是数学发挥作用的大好场所。同时也就产生 
了种 越来越深刻的疑 问：人 r 世羿真是这些最简单的成分迭加 
的吗?难道线性的迭加原理竟是宇宙的最根本法则呜？由一堆砖 
石固然可以建成宏伟的纪念碑，却也可以搭起一座马棚，它们的区 
别究竟何在？可是，每一个从亨数学研究的人仍然抱有下而说的信 
念: 想解决这个更深刻的问题一 -我把它称为 综合， 而把那种还原 
的倾向称为分析仍然要靠数学，当代数学的发 s 将越来越证 
实这一点。 

数学的再一个特点是它不仅研究宇宙的规律，而 a 也研究它 
s 己。在发挥自己力量的同时又研究自己的局限性，从不担心否定 
自己，而是不断反思、不断批判自己.并且以此开辟自 b 前进的道 
路。 它不断致力于分析自己的概念,分析自己的逻辑结构（例如希 
腊人把一切几何图形都分解为点、线、而，把所有几何命题的相互 
关系分解为公理、公设、定义、定理夂它不断地反思：自己的概念、 
自己的方法能走多远？从希腊时代起，毕迖哥拉斯认为宇宙即数 
(他是指自然数），可是遇到 r 无理数，后来的希腊人只好采用不可 
公度理论，因为弄不清，就干桅不讲无理数.而讨论一般的线段长。 
希腊人甚至不讲数，使希腊数学与其它民族——例如中国一一相 
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比呈现了缺点。但即令如此，也要保持高度严整，而不允许采取折 
衷主义的态度。历史终于证明，正是帚腊人开辟了研究无 5 S 数系的 
道路。他们研究数学.却问时考虑数学研究的对象是否存在 4 希腊 
人考虑数学对象的存在问题，把存在归结为可构造，然后就问，用 
直尺与圆规经有限步骤去三等分任意角可能吗？ ”闵为弄不清是否 
可能,即没有构造的方法以证明三等分角的存在，他们的几何学中 
干脆不讲-个角的三分之-% 只讲 平分线，从不讲角二分线。越向 
后面发展 、数学 就出现广越来越多的“不可能性” 〆 +1 = 0不可能 
在实数域中求解，五次以上的方程不能用根式求解，平行线公理能 
不能证明？到20世纪初才知道是既不能 i 止明乂不能否证。大家都 
说，数学最需要严格性，数学家就要问什么叫严格性?大家都说，数 
学在证明一串串的定理，数学家就要问什么叫证明？数学越发展， 
取得的成就越大，数学家就越要问自己的基础是不是巩固。越是在 
表面上看来没有问题的地方，越要找出问题来。乘法明明是可以交 
换的，偏偏要研究不可交换的 乘法。 孟十自嘲地说， T 岂好辩哉. 
予不得己也!”数学家 H 需要换■-个字，予岂好‘变 7 哉，予不得 E 
也!”击然3壬何科学要发展就要变。但是只是在与实际存在的事 
物、现象或实验的结果发生矛盾时才变 & 惟有数学，时常 I 是在理性 
思维感到有 fN 题时就要变。而且，其芭科学中“变”的倾向时常是 
由数学中的“变”直接或间接引起的.当然，数学中许多重要的变是 
由于直觉地感到有变的必要，感到只有变才能直视宇宙的真面目。 
但无论如何，是先从思维的王国里开始变,即否定自已。这种变的 
结果时常是“从一无所有之中创造了新的宇宙”。 

到了最后，数学开始怀疑起自己的整体，考虑自己的力董界限 
何在，大概是到了世纪末年，数学向自己提出的问题是，我真 
是一个没有矛盾的体系吗?我真止提供了完全可靠、确定无疑的知 
识吗？我自认为是在追求真理，可是‘真’究竟是指什么？我证明了 
某些对象的存在，或者说我无矛盾地创造了自 d 的研究对象，可是 
它们确实存在吗？如果我不能真正地把这些东西构造出来，又怎么 


知道它是存在的呢?我是 不是 一张空头支票，一张没有银行的支票 
呢?” 

. 总之 * 数学是一株参天大捋，它向天空伸出自己的枝叶，吸收 
阳光9它不断扩展自己的领地,在它的树千上有越来越多的鸟巢， 
它为越米越多的学科提供支持，也从越来越多的学科中吸取营养 
它又把自己的根伸向越来越深的理性思维的土地中，使它越来越 
牢固地站立。从这个意义上来讲，数学是人类理性发展最高 的或就 
(或者再加上“之一’’二字更好一些？ 

数学保刻地影响人类精神生活，可以槪括为一句话 t 就是它大 
大地促进 r 人的思想解放，提高与丰富了人类的整个精神水平。队 
这个意义上讲，数学使人成为更完全、更丰富、更有力量的人。爱因 
斯坦说的“得到解放'其实正是这个意思。数学的上述这些特点当 
然都是在历史上逐渐形成的而且不是一成不变的。这些特点到19 
世纪末以至加世纪表现得越来越突出。那么，我们要问，在今肟会 
不会有变化呢？这是完全可能的。但是总的看起来，数学文化发展 
的过去、现在和将来都会不断促进人类 的恩想 解放，使人成为更完 
全、更丰富、更有力童的人，这是不会变的。从这个意义上讲，人类 
疋论在物质生活上与精神生活上得益于数学实在太多。我们也可 
以十分肯定地强调，不论今卮数学怎么发展、它的水恒的 t 题一定 
还是“认识宇宙，也认识人类 fi 己。” F 面我们再概栝地谈一下数学 
怎样促进了人类的思想解放。 

从历史上看，数学促进人类思想解放大约有两个阶段。第一个 
阶段从數学开始成为一门科学直到以牛顿方 fi 高峰的第一次科学 
技术 革命。 不妨说.在这个时期中*数学帮助人类从宗教和迷信的 
啦缚下解放出来，从物成 h 、 精神 h 进人/现代世界。这一阶段开 
始〗 人类 文化开始萌芽的时期。在那时•尽管不少民族都有 r 一定 
的数学知识的枳累，数学述没饵形成一门科学。数学的作用主要是 
为解决人类的物质 i 活的具体问题服务的。人类刚从蒙昧中觉醒 
出来。迷信、原始宗教还控制着人类的精神世界。 H 大宗教的出现 
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还是比较晚的事了 t 在远古的一些民族中，数学对人类的精神生活 
的影响还只表现在卜卦、占星上，成为“神”与人之间沟通的工具6 
一直到了希腊文化的出现，开始有了我们现在所理解的数学科学* 
其突出的成就就是欧几里德几何学。它的意义是：在当时的哲学理 
论的影响与推动下.第一次提出了认识宇宙的数学设计图的使命_ 
第一次提出了人的理性思维应该遵循的典范6由干当时世界各部 
分相对地比较隔绝，这个数学文化影响所及大抵还只是地中海沿 
岸。希腊衰落、罗马人取而代之，这个文化的影响也逐渐转向东罗 
马和阿拉怕人的地区.欧洲逐渐进入黑暗的中世纪。到新的生产 
关系开始出规 * 人类需要一种新文化以与当时占统治地位的天主 
教相对抗，希腊文化又被复活了起来，形成所谓“文艺复兴”(这当 
然不会是原来的希腊文化）。数学直接继承了希腊数学成就，终于 
成了当时科学技术革命的旗帜。它的主题仍然是“认识宇宙，也认 
识人类 自己' 它与宗教的矛盾日益深刻 .尽 管有宗教裁判所和它 
的酷刑，上帝的地位还是逐渐被贬低了。到了牛顿时代，当时的科 
学技术革命达到了顶峰，而上帝的地位也下降到了低谷。牛顿的自 
然神论离彻底的无神论只有一步之遥。人的地位上升了。他凭借 
着理性旗帜要求成为大自然的统治者。当时的技术革命，其科学基 
础是牛顿力学.而从文化思想上说，其实是机械师和工匠的革命。 
人对大自然的“统治 '也 只是一个工匠认识了一部大机器，开动了 
这一部大机器，并且局部地模仿与复制这部太机器。但是这个工匠 
仍时而打着上帝的旗号。入尽管要求以自己的理性来重新安排人 
类良己的生活，但人对自己的看法，以拉美特利 OamettrbJulien 
心， 1709— 175〗，法国机械唯物论哲学家)的口号为标志也就是“人 
是机器' 机械唯物论的决定论，是当时的科学技术革命的指导思 
想，而数学是它的最主要的武器。当时数学的发展以微积分的出现 
为其最高峰，在这个时期确实取得了极其辉煌的胜利。由希腊起源 
的这个文化，现在从地域上说已成了全世界的文化。这是因为资本 
主义把我们的地球变成了一个世界，而资本主义的文化也日益成 


了全 [ it 界的文化。作力它的- - 个重要组成部分的数学也就不再只 
是希腊的数学，而成为全人类的数学文化。其它民族例如中国，尽 
管在数学上有过灿烂的成就.现在其影响和作用比这个新的、全人 
类的数学，也就瞠乎其后，不能相比了。有一些民族的成就被吸收 
到这个新的全 人类的 数学中，甚至起了极其重要的作用，特别是印 
度和阿拉伯的数学是如此 I 有一些就成了历史的陈迹了。对干中国 
人来说1重要的不是在历史的丰碑面前凭吊怀古，而是奋起直追。 
明末清初，先进的中国人开始理解这一点。徐光启开始翻译欧几电 
德的《几何原本》，康熙皇帝亲自主编过堪称为中国的 《几何原本》 
的《数理 精蕴》 ，都表明中国人正在开始脚踏实地地学习直接由希 
腊数噗发源的新的全人类的数学。总之，这是一次伟大的思想解放 
运动。从当时世界他围来看，是人类逐渐从宗教的统治下解放出 
来。从中国来看，尽管由 f 历史的、社会的原因，宗教的思想统治不 
如当时欧洲之烈.但到了 17世纪，资本主义萌芽已经在中 国出现 . 
中国人也要求一种新的生产关系及其文化。特别是鸦片战争以后， 
中国人更要求反抗帝 国£义 的侵略，这样，自然也要求新的文化。 
17世纪以后，现代的数学传入了中国•幵始为中国人所接受，并与 
中国固有的文化相抗衡，成力中国人求解放求富强的思想武器，正 
是这个历史潮流的反映， 

第二阶段由^世纪末算起。到了那时，数学化的物理学、力 
学、天文学已经取得了惊人的进展，可是人们越来越要求从完全的 
决定论下解放出来。这里面有社会、政治的原因，也有文艺、哲学上 
的反映 ，我们 都不去讨论了 . 但是有一点很明显，数学的重要性已 
经不如前一个阶段。当时科学发展的最重大的问题是要求用一个 
发展的观点•把世界看作一个发展的、进化的、各部分相互联系的 
整体。黑格尔哲学提出唯心主义的辩 〖正法 ，以-种扭曲的形式冋答 
了这个问题。他认为“绝对观念”是宇宙的本质，“绝对观念”在发展 
过裎巾“外化”为物质，并且按照由低级到高级的方向•由无机物发 
展到有机体 ，有了 生命，然后从低级％物发展到高级生物，然后成 
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为人。最后.“绝对观念”又在人的意识的发展中复 1)=1 为自身 D 黑格 
尔的自然哲学是他的哲学体系中最薄弱的一环，其原因之 - 在于 
当时自然科学的发展提供的基础所限。马克思、恩格斯的功绩就是 
在唯物主义的蓽础上改造了辩证法，成了辩证唯物兑义。这一个发 
展除了社会的、历史的背景以外，还有自然科学的某础, ， 能 M 的守 
恒与转化(与热机、热力学的 发屣 相关）、细胞的发现、持别是达尔 
文的进化论，就是最突出的几件大事，这样，数？自然从人们的视 
野中肟退。数学家倒没有因此而失望，因为他们仍然继续在为人类 
作出重大的贡献，而其意义甚至是他们自己也未曾预料到的。数学 
家这个时期的工作*一方而是继续扩展已有的成就，另一方面是向 
深处进军。这里最突出的事例一是非欧儿何的发現，二是关于无限 
的研究。前者根本改变了我们对空间的本性的认识 V 后者是由微 
积分的基础研究开始的，也说明从希腊时代的芝诺悖论(庄子“天 
下篇”中讲的惠施十辩中的“飞鸟之景,未尝动也”和芝诺悖论几乎 
是完全一样 & 可惜的是，这些思想一直停留在抽象的思辨上而没有 
具体展开.这当然与数学没有在中国很好发展有关)所揭示的有限 
与无限的矛盾是何等深刻 。 特别是非欧几何的出现是人类思想一 
次大革命。它仍然是一种思想解 放:这 一次是队人自己的定见下解 
放出來 。 数学的对象越来越多的是“人类悟性的由创造物 '这 
件事引起了多少人对数学的误解和指责.实际上是人类的 大进 
步。人在自己的成长中发现，单纯凭着直接的经验去认识宇宙是多 
么不够，人既然在物质上创造出了0然界中本来没有的东西…一 
一切工具 、仪器 等等——来认识和创造世界，为什么不能在思维中 
创造出种种超越直接经验的数学结构来表现自然界的本来面目 
呢?数学的这…进步在当时井没有趄出牛顿力学的决定世界观，但 
非欧几何的确从根本上动揺了牛顿的时空观，为相对论的出现开 
辟了道路。对数学本身更有深远意义的是，这两件大事(非欧儿何 
的出现和关于无限的研究)导致了对数学基础的研究，使人类第- 
次十分具体而严格地提出了理性思维能力的界限何在的问题。 
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现在是否又到了一个新的阶段？我们暂时不必去回答，但是 
十分明显的是，数学的发展确实给人类的生活开辟了新无地。这不 
但是指文化思想上，而且也是指物质上相对论的意义大概谁也不 
能低估了，如果再加上量子物理（同样，没有第二阶段的数学的发 
展以及伴之而来的种种人类悟性的自由创造物，就不可能有董子 
物理），则现代的物理科学构成当代各种新技术的科学基础，这是 
谁也不能否认的事。人们都说下一个世纪将是计算机的世纪，其特 
征是人能够或多或少地模仿或复制人的思维。可是也只是因为数 
学发展到今天的高度，计算机才可能成为现实 

至此，我们稍作一些概括。数学作为文化的一部分，其最根本 
的特征是它表达了 一种探索精神数学的出现•确实是为了满足人 
类的物质生活需要。可是，离幵了这种探素精神，数学是无法满足 
人的物质需要的。“风调雨顺”是人类的物质生活不可少的。可是 
“巫师”的“祈雨”不也是满足需要的“手段”之一吗？人总有一个信 
念:宇宙是有秩序的，数学家更进一步相信，这个秩序是可以用数 
学表达的，因此人应该去探索这种深层的内在的秩序，以此来满足 
人的物质需要。因此，数学作为文化的一部分，其永恒的主题是“认 
识宇宙，也认识人类自己，在这个探索过程中，数学把理性思维的 
力量发拝得淋漓尽致。它提供了一种思维的方法与模式，提供了一 
种最有力的工具，提供了一种思维合理性的标准，给人类的思想解 
放打开了道路。现在人人都知道实验方法的重要性，但是任何科学 
实验，离开了一定的逻辑思维.将是没有意义的。在伽利略的时代 
就是这样，他的许多实验都是所谓理想实验，在近代就更是这样。 
在不同的时代有不同的文化，不同的民族有不同的文化.但是，数 
学在文化中的这一地位是不可移易的，而只有日益加强。有人认为 
数学是现代文化的核心或基石，始终处于中心地位，而影响到人类 
知识的一切部门。似乎没有必要去争这个“中心”或“核心”的地位， 
但是历史已经证明，而且将继续证明， 一种没 有相当发达的数学的 
文化是注定要衰落的 ，一个 不掌握數牵作为一种文化的民族也是 
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注定要衰落的。 

有人会说，上面所说的一切其实只是西方文化中所表现的人 
类精神生活的一个侧面.把认识宇宙也认识人类自己作为水恒的 
主题这只是西方文化的 特征; 把进行这种理性的探索看成人类最 
祟高的感情，也只是对西方人而言的。中国人生活在天人合一的至 
高无上的和谐中，精神生活早己得到满足*哪说得上要什么思想解 
放呢？因此,朋友们希望在这本书里写一点东西方文化的比较 。送 
当然是了不起的大问题。而且可以说现代中国人讨论它已有好几 
十年了。可惜我没有这份本事。这几年它又成了热门话题 t 或者说 
是很好的博士论文题目，却令人望而生畏了.我感到庆幸,我终于 
不必再为写这种文章去“无休止地追逐”了。我只想老实地承认*我 
在这本小书屮里的东西都不是中国固有的，而且我也老实地认为， 
中国人很需要这种对我们颇为陌生的文化 。 没有现代的数学就不 
会有现代的文化。没有现代数学的文化是注定要寰落的。君不见， 
灿烂的埃及文化、巴比伦文化而今安在哉?印度古代文化今天是什 
么命运?希腊作为国家今天诚然是衰落了，拜伦为她唱过动人的哀 
歌:魂 兮归来哀希腊 。然而 她的文化传到了罗马，传到了欧洲，直到 
今天仍在发扬光大，应该承认在现代人类文化中起的作用比孔夫 
子影响大得多。其中决定的因素之一是它有一整食数学。有人说 
“新儒教”造就了亚洲小“龙”，可是谁都看见那是当代政治经济条 
什和科学技术条件造成的.倒不一定归功于孔夫子，否则孔夫子何 
厚爱于他姜而对自己的故土却不艮验了呢?倒是应该想一下，中国 
人是怎样接受现代数学 ® 的.现代数学传到屮国大约可以从明末 
算起。但那时以来，先进的中国人救亡图存.霞先想到的是学西方 


C 0 这也用 r 现代数亇”这 t 词其艾是很+恰 中 iif 尺开始接受的是《几何 
原本 j 一！希腊数乍 ，而 那乂 1十分 rV 典的 t 肚是现代奴宁是以此为起点的 * 
而 q 中 ㈤ A 代文化屮的数学人晃其趣，我在这个竞义现代数学”这个 
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的船坚炮利以富围强兵。到今天，大多数中国人寄急切的希望于现 
代科学技术.原囡也还 在于希 望中国富强，实现现代化。可是就在 
明末清初，已经有先进 的中国 人看到了西方传来的数学是一种崭 
新的文化，是人类如何对待宇宙和自己的 -1 种新的态度，一种新的 
思维方式6徐光启在翻译 《几何 原本》时写了一篇《几何原本杂议》， 
其中有这样一段话①:“此书有四不必：不必疑，不必揣，不必试，不 
必改。有四不可得：欲脱之而不可得，欲驳之而不可得，欲减之而不 
可得.欲前后更 ft 之而+可得。有二至三能:似至晦，实至明，故能 
以 其明明 他物之 至晦+ 似至繁，实至简，故能以其简简他物之 至繁； 
似至难，实至易，故能以其易易他物之至难.易生于简，简生于明. 
综 K 妙简明而 S 。” 可见徐光启已充分认识到这种+人类的新的数 
学的特点在于它追求完全确定的知识，并以此驾驭人类的一切知 
识。他也充分认识到这种新文化在提高人的认识能力上的怍用4他 
说 :“此 书为益，能令学者祛其浮气，练其精心，学事者资其定法，发 
其巧思。故举世无一人不当学。”在与当时 世初） 中国固有的数 
学文化比较时，徐光启尖锐地批评了封建末期屮国文化中的落后 
成分，这就是“其一为名理之儒，土苣天下之实事;其一为妖妄之 
术，谬言数有神理。”三百多年前的先进中国人是按这个意义来丫 
解现代数学作为一种新的文化，应该承认，我们今天还缺少这样明 
确的认识。因此，我们还只是开始接受这种新文化，前程还很艰难， 
需要几代人不断地努力。有些人很为现代西方文化太过于数学化 
而担忧，甚至为科学的“过分”发展而担忧，他们 for ?" 
(所为何米?)我所担心的却是现代中国人对数学关心太少。据说 
“东方神秘主义”可以解决理论物理的根本问题，据说外国人看了 
京戏 《封 神榜》而大为叹服，因为姜子牙的帅旗上绣的是“无 
“无”可以生“有'然后“一生二，二生三，三生万物。”“无以战胜 


①以下引义转引自：中外数学简史编写组』中外数学简电 > 一书，山东敎育出版 
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“有”，可以制服原子弹，可以……，总之，可以枪不入，猗欤盛 
哉①！从孔夫子到孙中山是宝贵的精神财富.我们应咳好好地接受 
这份遗产，但决不是固步自封：只要是老祖宗的就一切都是好的。 
中国人接受现代数学还是比较顺利的，短短的一：百年中国人中 
出现了不少优秀的数学家.对于发展中冈家，这是仅有的了。这难 
道与中国入本来就有高度的文化分得 开吗？ 所以，我们固然+应诙 
在历史的纪念碑前做梦，也同样不应该妄 自菲薄 。应该说我们的袓 
宗对得起我们这一代中国人，我们这个民族也决不足思想完全被 
禁锢的规代木乃伊。时间还算来得及，尽管所余已经不多。所以， 
我宁可卑之无甚 高论： “学会数理化，走遍天下都不怕 ，现 代中国 
入想走遍天下，自立于世界民族之林，确实需要“学会数理化”.不 
仅是学会它的技术方面.还要学会它作为文化的一个方妬。 

最后简单地说一下这本书的写法。它不是一本数#史，也不售 
一本数学思想史，它仅仅想通过莱些事例说明数学作为一种文化 
所体现出的入类精神生活的理性方面，表达一种探索精神。因此， 
在选取题材上就不能求全，而主要的以 JL 何学发展作为线索，同时 
旁及一些有关的问题。这样就不得不舍弃 r 许多同样很有说服力 
的材料。特別是关于微积分的建立、带来的一系列根本性的变化、 
关于无限的研究、关于量子物理、关于计算机……我都忍痛割爰 
了。这样做还有一个原因：我总有一个“顽固的成见”:既然书名已 
含 r 4 数学”二字，多少应该讲讲数学。讲一点微积分并小难，但是 
如果想要如本书现在这样一直说到一点相对论，那么对当代数学 
的几个重要发展也应该多讲一点今天的亊，这就有些为难了。我总 
感到应该使读者多少读到一点数学，否则我很担心满纸空话，有些 
害人。朋友们说这是一种“宏观”的写法.我很担心在这个美妙的 
名词下掩盖了自己的 疏浅。 何况，多少知道一点什么是非欧几何, 


■ j ) 我不想涉及我不懂的现代物理我不懂它讲的 m 无”是什么，但是好像并+是 
姜子牙的“无' 姜子牙如果得到诺讲尔物珲奖，我自当俯首认错。 
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什么是哥德尔定理，对学数学的人，这总不算是过分的要求吧？可 
惜的是，现在大学数学系的毕业生，绝大部分不知道这呰事 a 对于 
不以数学为专业的人，知道一点也不难，而且没有坏处。少读一点 
言情小说/港台文学”而多少读一点科学，相信总还会有人同意的 
吧！也是因为这本书想着重说的是数学思想对人类精神生活的影 
响，数学对于人类物质生活的影响我也都略去了。我当然很希望有 
更多的作者来为读若提供更奸的读物。至于这本书的看法对不对， 
内容有无错误，读者当然会作出严格的、有益于我的评判 



第一章 


理性的觉醒 


& 本书打算以一种非专业的语言向读者介绍数学与人类文 
化之间的相互影响，从希腊时代开始到现代大约两千多年，数学家 
们追求着宇宙的真理，其成就是令人瞩 目的： 数学的概念、结果与 
方法被广泛地应用到各个学科中去4土会经济发展的水平，决定了 
人类历史上首先发展起来的是天文学.而天文学就离不开数学。然 
后依次是力学、光学、机械工程、一般的物理学。这一些现在都被称 
为精确科学。其所以这样称呼，正是因为它们应用了数学的概念、 
结果与方法在人类发展的早期，人类总试图从整体上把握宇宙。 
那时，已经有了关于宇宙的发展、联系的思想，而且最早的人类文 
化——中国、希腊都不例外——都试图这样米从整体上把握宇宙。 
只是由于具体科学知识还不够，古代的中国人、希腊人关于宇宙整 
体的认识只可能是朴素的，许多地方是牵强附会的，还有不少神秘 
的色彩.要想前进一步，急需的是各门科学的发展。宇宙总的图景 
的把握反而退到背景之中。首先就是数学，而数学形成一门科学则 
首先是由几何学开始的0希腊的经典著作 《几何 原本》据说是除圣 
经以外读者最多的书.这部著作几乎完全不涉及数学的具体应用， 
这是由于当时的希腊处于奴隶制社会中，奴隶主认为从事物质生 
产是卑下的，是奴隶们的事。髙贵的奴隶主应该寻求宇宙永恒的真 



正 是在这种思想引异下，《几何原本》最重大的贡献是提出了理 
性思维的模式，也就是公理方法的雏形。 

希腊衰亡以后.欧洲进人黑暗的中世纪^ 一直到资本主义的生 
产方式走 h 历史舞台*人类文化也进 入了新 的时期。这菇人从宗教 
统治下求得解放的时期。科学既是新技术的基础，呼唤出/前所未 
有的尘产力，同时又是人类思想解放的武器。出现 r 历史上第一次 
科学技术革命，而数学正是这场革命的旗帜。希腊的儿何学方法被 
应用到夭文学、力学中•它的基本信 念是: 宇宙是按数学设汁的。出 
现了哥白尼的 R 心说和刻卜勒的关于天体的学说< 这是向宗教的 
勇敢的宣战。奇怪的是，这场伟大的斗争一开始却是在上帝的名义 
下进行的。不同的是，上帝成了数学家，而越来越不准许他介入人 
类的祸福和命运。然后是伽里略，最后是牛顿。 

牛顿是第一个提出完整的宇宙图景 、实 现了伟大的综合的科 
学家。可是他的基本著作称为《自然哲学的数学原埋》，完全是按照 
《几何原本》的模式来建立自己的宇宙体系的 4 在科学上这是一个 
伟大的进步，可是从世界观来说，它是宂全机械的决定论，比之古 
希腊的朴素的辩证法应该承认是大大逊色了。牛顿和他的同时代 
人取得了极其伟大的成就，人类进入了理性时代。现在，人类再不 
必时时考虑上帝的旨意，而要求按人类的理性——其实是按新生 
的资产阶级的愿望一一裁决一切。 

奇怪的是，在理性主义薰陶下出现的微积分本身却缺少逻辑 
的基础 . 它之所以能生存全在于它在应用中取得的辉煌成就 & 18 
世纪的数学家有一句 名言: 前进吧，你就会有信心。果然，数学家们 
终千奠定了微积分的严格基础.公理方法也得到发展。世纪末 
出版的希尔伯特的名著《几何基础》，是完善化了的《几何原本》，也 
就说明 r 到^扣世纪之交，人们明白地接受了的公理方法是怎 
么一回事， 

下面比较详细地介绍这个过程，而且将着重讨论几何学的发 
展及其影响。 
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§ I 希腊的儿何学 


人类文化的几个发源地都积累厂相3丰富的几何知识 
虽然远隔高山重汴，这 几个 发源地一 •例 如埃及、巴比伦、印度和 
中国一的几何$又都甸大体相同的特点。由于几何学成就于古希 
腊，而它又与埃及的儿关系比较密切，所以人们常说几何起源 
于埃及。 

现存的埃及数学史料楚所谓纸卓书。即存十英闺的莱因德 
( Rhind ) 和艾麦斯 ( Ahmes , 二者均为人名，前者是发现者，后者据说 
是作者）的纸苧书和存十奠斯科的纸草书，它们都是 N 题集的形 
式.和我固的 《九章 算术》相似。这些问题都是实用性质的*如面积、 
体积公式，其中有些精确+有些粗略，例如 d 角形面积为1线段 bi 
与另一线段长的积之半;但不能判断其是否止:确， W 为不知 道这些 
线段是否指三角形的一边与相应的高。圆面积为 A =(8 d /9 P = 
256 r 2 /81， 所以实际上是取 . t ;256/81 土3, 1605,(巴比伦人的公式 
娃 A = cVl 2, c =2 r ， 所以是 n =3, 和周髀算经的“径一周二”相 
[nj>. 

埃及几何学起源 T 实际需要。据希腊史学家希罗多德斯 ( Hi - 
rodoms ) 说.因为尼罗河每年泛滥后要重新划分土地.所以埃及人 
需要学会计算面积。他们的数学与天文历法有密切关系。涘及人 

以夭狼星和太阳同时出现之口为一年之始，且知一年冇365 +个 

太阳日。但他们不会设置闰年而以365日为一年,所以每 年有误 
差，要积 4 X 365 =1 M 0 年才能使历法与天象重新符合。不论埃及 
或巴比伦〈中 R 也是一样）都没有系统地使用数学符兮，没有任何 
自觉的柚象思维，没有证明（中国数学也是…样. m 对此有不同看 
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法，有人认为中国数学有自己独特的推理体系且优于其它民族） & 
无论如何，这些古代文明都没有创造出甚至没有想到怍为理论体 


系的数学。 

希腊文化在世界文化史上有独特的地位 t 至少在数学上是5 
高无上的。在一切古代文化中，它是对当代影响最大的。为什么希 
腊人能创造出这样的文化？我认为有待讨论。例如有人认为这是 
由于希腊人爱好思索，和煦的气候和明媚的风光及希腊有很长的 
海岸线使他们多有舟楫之便与经商贸易的才能，使他们思想活跃， 
更陶冶了希腊人热爱真、善、美的气质 a 这些解释都难以服人但 
事实确实是：以几何学为代表，数学是在希腊才成为一门科学，即 
有系统的輝论体系.希腊数学大休上可分两个时期+即古典时期 
(约公元前600— 300,相当于中国的周）以及亚历山大里亚时期 
(300 B . C .—6 G 0 A . D , 相当 干中国的战国至隋） D 古典时期的学术中 
心几经迁移。最早是在小亚细亚的爱奥尼亚 （ Ionia ) 的米利都 
城，出现了爱奥尼亚学 | 派，其最著名的代表是泰利斯 
( Thales ， 约 eiO — 547 B - C \ ) 。相传毕述哥拉斯 ( Pythagoras , 约585 — 

500 B . C .) 曾受业于他。其后学术中心迁至意大利南部的伊利亚 
( E ] ea ), 故称伊利亚学派，其著称者肴芝诺 （ Zenu ， 公元前 5 世纪 
人）。以后则移到雅典，其最著名的学派是桕拉图 （ Plato , “7〜 
347 B . C ,) 学派。他在雅典建立了 一个学院 ( Academy ) ，故亦称为学 
院派。亚里士多德別〜 322 B . C .) 是他的学生欧几里德 
( Eudid , 公元前3世纪人）也受到这个学派的教育。把几何学系统 
化为一个演绎科学即一个逻辑推理体系，这个思想即来自此学派 
而由亚里士多德作了十分清楚的表达。从这个意义上说.柏拉图 
学派是希腊各学派中对数学影响最大者。下面稍为详细地说一下。 

希腊人对宇宙的态度和其它古代文化是不同的。他们敢于直 
视宇宙并追寻其究竟。不是把宇宙的一切归之于不可知的、可怕 


V 可以参看：罗索，《西方哲学史》上册，第一聿 t 商务印 R 馆 
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的、神秘的力量或神祇，而是用-■种理性的态度去对待它。古希腊 
的数学家时常也是哲学家。爱奥尼亚学派对数学的贡献尚不 明显。 
最早一个有重大影响的是毕达哥拉斯。他的数学和一种神秘主义 
的哲学是混合在一起的，所以他的神秘主义是一种数学神秘主义。 
他认为世界的本原是数。他说，数统治宇宙。”他关于宇宙中神神 
现象的说明有许多是牵强附会的甚至是荒诞的。但他和更早的希 
腊哲人一样，终究提岀了宇宙的本性问题，提出了人可以通过对数 
的研究达到对宇宙的本质的认识所以在他看来，数学是人认识宇 
宙最重要的学问。毕达哥拉斯所理解的数是 S 然数，而分数则是自 
然数的比，因而也是可以接受的.这个学派的重大贡献是认识到 
“证明’’在数学中的地位。他们看到苴观有时会导致谬误，因而指 
出，不能用经验的观察作为数学真理性的决定性的论据而必须代 
之以推理演绎的长链.这个学派大概也是最早给毕达哥拉斯定理 
(即勾股定理）以严格证明的人。叵正是由 T 这个证明，也就给他们 
的基本信念一一宇宙的本质是自然数一一带来了深刻的危机 。 t 
面说 r ，毕达哥拉斯学派理解的数是自然数.分数则是自然数的比 
(ratio) (因此称为“比数” (rational numbers) 更合理）。事实上，由 

毕达哥拉斯定理，腰畏为1的等暌直角三角形之斜边长 c 应适合 
^ = + F = 故\但不是比数，因为若 ri = 
出/心并且 m 与 n 已是既约的，则 ^-2^ 为偶数，所以 m 不能是奇 
数而必为偶数 W = 2 匕这时 ，因 m 、 〃为既约，所以 m 必为奇数。再凶 
为 2 V 二 W = 故，所以 n 也是偶数。这就是矛盾，这里我 
们既看到 r 什么是证明，又看到了什么是归谬法。在这个证明中， 
这个学派发现了世上确实存在不是数（自然数或比数)的东西。这 
种东西可称为 irrational number ， 现在通译为无理数，其实译为 
“非比数”更合适 6 (但是按照这个学派的观点/‘非比”就不能是数, 
所以称为“无理”还是有道理的）。这个深刻的矛盾一直是希腊数学 
的一个中心问题,而这个问题一直到两千多年以后的]9世纪中 
叶，才在现代的实数理论中得到了解决(其实这个说法也不准确, 



数学基础的直觉主义学派又更探刻地点起了争论的火花）。这伴事 
确实可以使我们看到希腊数学的特点：希腊人研究无理数问题绝 
对没有一点实用的目的，而只是为了探究事物的根底，应用理性思 
维的力量洞烛人微，乃至超越时代达两千多年，至今令我们赞叹不 
已！ 

用数学这神理性的思维来捉摸无上的星辰，桕拉图学派更大 
大地发展了这个事业 d 也本人并不是数学家，但他深信数学对认识 
宇宙的作用。所以据说他曾在学院门口挂牌宣 吿:“ 不懂几何学者 
不得入 此门/ 为什么柏拉图这样看重几何学呢？这就要 R 他的晳 
学理论来寻找根源，柏拉图认为有两个世界，即“理念世界”和“物 
质世界'此岸的物质世界即我们的肉体牛.存千其中的世界是不完 
全的、易逝的;而彼岸的理念世界即我们的灵魂生存于其中的世界 
才是完全的、永恒的。人要认识宇宙就是要认识这个理念的、柚象 
的世界 & 入是可以认识它的，因为人的灵魂本来就生于其中 . 只要 
人的灵魂能追忆 ( aimmasis ) 自己的前世，就可以达到理念世界的 
认识。举例来说，我们研究圆，就不是研究现实的画盘圆碗之类，因 
为它们只是理念的残缺不全的体现。甚至我们画圆的图形也只是 
理念的圆的粗糙的表现.而真正 研究的 对象应该是理念世界的圆， 
即概念的圆或圆的概念。正因如此，桕拉图特别强调抽象的研究。 
在这个影响下，数学的研究也就必然具有高度的抽象性。 

既然如桕拉图所说人 的知识 (几何学是其一部分)是先天的 (a 
priori ) 叩先于经验的、天陚的，那么人为什么还要花很大的力气才 
能获得知识呢？这是因为当人降生到物质世界以后，人的灵魂就 
逐步地忘记理念世界了。柏拉图说，最高的现实之光来自圣洁的巅 
峰，我 ft 如同久居黑暗洞穴之中，一旦见到这无比明亮、无比光辉 
的太阳，就会因目眩而见不到一切 a 因此，人想要认识宇宙，他的灵 
魂就必须先受到磨炼和拯救。数学就是理想枘手段。特别是几何 
学.它是由洞穴中的黑暗到达普照的光明之桥梁：一方面，它所讨 
论的圆、三角形，都还是物质世界中所具有的，可以捉摸的，所以人 
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们可以理解它们；另一方面，虽然现实的圆等等只是理念世界不完 
全的表现，但是几何学讨论的圆是脱离了一切物质属性羁绊的纯 
粹的概念。闶此，人的灵魂受到了数学的陶冶以后，就有可能超凡 
出俗，回到圣洁的至上的理念世界而得到拯救。柏拉图在《共和 
国〉>一书中说“几何学可以将灵魂引向真理，并目_创造出爱智的精 
神。 H 至于算术，“也有巨大的提升灵魂之功效*它迫使灵魂对抽 
象的数作思考而且在论证中摆脱一切可见的、可捉模的亊物，柏 
拉图其实是把数学分成两部 分：… 部分是低级的、粗俗的，它们服 
务于日常的、物质的 需要； 另一部分是高级的，其目的则是使灵魂 
升华，超出各种污浊的功利之念，服务于哲学的根本目的， 即达于 
至善。桕拉图的“共和国”的国王是哲学家。柏拉图认为他们从扣 
岁到 3 G 岁应受十年教 f ， 其科3有算术、几何 〈平 面的和立体的）、 
天文、音乐(即毕达哥拉斯的“四艺”。希腊的天文学与数学是很难 
分离的，音乐由于音阶之频率比是自然数之比，从而毕达哥拉斯认 
为音乐的和谐正是数统治宇宙的 明证. 所以前面说毕达哥拉斯认 
为数学是最重要的学问），其核心是数学。 

现在要插一段“闲话' 前面用了诸如灵魂、拯救、至善之类的 
字眼，这与道德、宗教有什么关系吗?桕拉图认为诸如美、善、真理、 
公正、智慧都存在于理念世界之中，学习数学就不只是为了求真， 
也是为了求善、求美。“美”是一个很难的问题。希腊文明对美学的 
贡献也是无与伦比的 * 这不是怍者力所能及的领域，所以只奸请读 
者听一下克莱因的议论②这样也就会心领神会/ :希腊的雕像，如 
维纳斯像是人所周知的艺木顶峰了，至少在著名的“拉阿孔” ( Lao - 


① 遗憾的是_作者没査到<共 和国》 的中译本，所 W 洚_):是9拟的，例如“爱智的 
楕神”原文作 Spirit of pMowphy 。 直译应为"哲卞的秸神 '但 Philosophy —词由 
PHI 。- (亲近1爱奸)和 一 3叩心(智货)组成。译为《爱智 '自 觉勉强，奸又似乎 
比**哲宁《更贴切。尚朌方家教土。 

② ii M, KJipe, MatSstnmitks ik VVj?aV^« Culture { 0 方义化 ； 中的教学 ）， Oxford VJniv* 
Press. 1953 . 33—34 页。 
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codn ) 出现以前，这些雕塑的表情都是异常地静谧与安宁，没有喜 
乐也没有哀愁 而号后 来罗马时代帝王将相的雕像大异其趣^这些 
人都是抽象的人，人类本性的表现，才是他们的美之所在。而七情 
六欲、喜怒哀乐则都是易逝的、不定的，所以不是艺术所追求的 & 希 
腊的建筑，构形简单、匀称，讲究比例、和谐和协调，如雅典巴台农 
庙 （ Panhcnon ) (祭祀稚典娜的庙)是希腊一切庙宇的典型。顺便说 
一下，几何学中的黄金分割在希腊人看来，是美的秘密所在，这已 
是众所周知的了。总结起来，柏拉图说:上帝永远把…切都几何化。 
柏拉图的上帝是几何学家，他按几何学的原埋设计了世界，因此， 
研究几何就是认识宇宙。同时,人通过研究数学也不断塑造自己， 
使自己成为更高尚 、更丰 富也更有力 M 的人。这是柏柃阁的 捭想。 
后世哲人们谈论这一点比较少 r , 但它确实是不可移易的事实。 

现在回到数学。它既然是关于完全抽象的概念的学问，理念世 
界这一极至又要求数学的真理有永恒不变的完全的确实性^这就 
决定了数学的方法只能是演绎的方法。这里有一条根本的原 理:如 
果前提是真的而推理的步骤又是合于逻辑要求的，则其结论也必 
是真的.这样，数学的完美的表达形式就只能是一个合乎逻辑的推 
理的无限的链条。（我们说“数学的表达”而不说“得到数学真理的 
方法”是因为.大家都知道，在数学家头脑里实际进行的创造过程 
决不止于简单的演绎推理，而充满 r 类比、归纳、尝试、实验、论辩; 
数学的创造，应该和其它的科学和艺术的创造一样，有失败和胜 
利，有眼泪和欢笑，这个问题还没有真正展开。但是，数学必须达到 
以上的逻辑标准才被承认，这是几干年来一直没有改变的。如果说 
有些变化.也只是这个标准变得更准确、更严格 J 这样，希腊人的 
儿何学和埃及人的） LM 学根本不同了。看氺，埃及人是通过实验和 
归纳得 到不少几何知 识的。 在希腊人看来 这个方法是 不能接受的。 
例如：“三角形三内角之和垦两 ft 角”，如果找来许多具体的二角 
形， 一一实验再作出归纳，充其量也只能得知“大多数三角 形的内 
角和十分接近于两直角' 这不是完全 确定的 结论。 希腊人既然认 
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为我们研究的是理念的完全的三角 形， 上面这样的“ 结论” 是完全 
不能接受的 n 唯一能接受的是合乎逻辑的演绎推理0 

要把数学搞成演绎淮理的体系至少有两个问题 D —是这种淮 
理必须有起点，即是有一组命题或认为其真是不言而喻的，或者是 
我们假设其为真 & 这--组命题称为公理或公设对于柏拉图，这里 
没有什么困难，因为人的灵魂既然可以追忆理念世界.则以理念 
世界的某些命题作为公理是无可非议的。其次是要有逻辑苧，而这 
是另一位希腊巨人亚里士多德的功绩，我们下面再说。至此，一个 
几何命题是否为真就看它是否能 被诋明 ，■真理性就是可 ffi 明性 4 但 
在20世纪却发现并不是这样，下一章将详细地讨论这件事。证明 
就是从公理（假设为真）出发，按逻辑的规律推理而循此长链达到 
该命题 。 所以，证明与演绎推理并不完全是一 回事。 黑格尔 说过： 
“证明是数学的灵魂' 几千年来都是这样，有谁能够对此提出挑 
战？没有。我们能做的只有一件事:把什么是证明搞得更明白；去 

蝙 

“找”出一个又一个的数学命题并且一个又一个地加以“证明”,谁 
能证明更重要的命题就是胜利者。 

' 现在要讲亚里士多德。他与柏拉图相处 2G 余年,是他的弟子, 
然后又建立了自己的“学园 ayceum)”。 按照罗素的说法®他的优 
点与缺点是同样巨大的，然而对他的缺点，后人要比他负更多的责 
任。因为在他死后一直过了两 T 年， S 界上才出现了能与他匹敌的 
哲学家。因此，这两千年中他的权威是不容置疑的。他的学说有时 
反而成为后人的负担。伽里略是众所周知的例。又如逻辑学* 一直 
到今天，不少人是以他为盾牌来反抗近代逻辑学的每 * 个进步 
的。 ® 他的论著是有系统的，他的讨论也是分门别类的。现存他的 
著作约彳0种(而于 22 OBiC ■亚历山大里亚图书馆中则有种 ） g 
他的思想与柏拉图的不同。所以他曾经说过:“吾爱吾师，吾尤爱真 


( C 罗索：《西方哲 卞史》 上册，208〜203页。 
% 罗素3西方哲学史》上册 .252 豇。 
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理/他反对将理念世界与物质世界分汗，而认为理念不应该离开 
感觉而独立存在，理念即在事物之屮。因此，他不认为公理具有先 
验的性质，而是由观察事物而得，是人们的般性认识6他还讨论 
过定义，并认为定义只不过是定名，定义必须用先存在的已被定义 
的东西来表述。例如“点是没有部分的那种东西”，“那神东西”就没 
有说出究竟何所指，也许就是“点”自身 ，从而 是未曾定义的，所以 
这个定义兑不完善的。其次,定义只告诉我们某物是什么 r 而不证 
明它一定存在^■例如， iK 十面体是可以定义的，但其实并不存如 
果使用这祥的定义必将造成混乱。这祥就在数，中第一次提出 r 
存在 H 题□除少 虽最开 始的定义而外，其余定义必须证明相应事物 
的存在。在亚里丄多德和欧儿里德的日 J 代，存企”就是“可枸造”。 
例 如角的 I / 3 是可以定义的，但是没旮实际地怍出任意角的1/3 
的方法（只用岡规和直尺将任意角」等分的不可能性直到19世纪 
才得到 i 正明）•所以希腊的几何从小 1讨论仟意角的]/ 3 。 

亚里上多德直接论述数学的著作不多。他最人的贡献是建立 
r 逻辑学。亚里斯多德的逻辑学是总结了当时数卞推理的规律，认 
为是独立于数学而且先行于-.切科学的。他对逻辑的最重要的贡 
献是三段论法 （ syllogism ), 最为人熟知的是称为 Barbara 的 一神： 
凡人都要死（大前提八 
苏格拉底是人(小前提 K 
所以：苏格拉底必死(结论）。 

二段均为全称肯定，故为 AAA 形式，而 Barbara 的二个元音恰 
为 AA . A '1 。这神推理是演绎的，它的许多全称命题都足一些未经推 
理而由直觉得到的。这些直觉的起点亚里上多德认为岳不盾律勺 
排中律#它们 iF _: 是数炉证 明的归谬法之基础。 


’1' 肯定 丁 X 为 affirmo — nc 的,所以&央为其中四个元芑宇丹 A J , E,U 

分别表 示全称 .特称肯定 -S A 定. 
r 4, c 镇奂 jr 洋柯十:师大出版計.，]⑽ k a 
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在这样的文化背景中出现了欧几里德的《几何原本》。这是西 
方思想文献中最有影响的经典著怍之一，我们将在下一节比较详 
细地讨论它，现在，我们就进到希腊数学的第二个时 期:亚 里山大 
里亚时期。 

公元前352年马其顿人之王腓力普二世击败了雅典 〈但 柏拉 
图的学院直到公冗后329才由罗马主査斯丁尼以其散布不合基督 
教义的异端邪说而査到。）他的儿子亚历山大大帝 the 
Preat ,356 — 323 B . C .) 建立了空前未有的大帝国。他死后帝国分成 
三个部分，其中埃及部分由托勒密 (Ptolemy I , Soter ， 执政于323— 
285 B . C , ，这是亚历山大大帝的将军，不是地心说的建立者、埃及 
天文学家和数学家托勒密 Ptolemy,Claudius ? —1 G 8 B ， C .) 统 
治,亚历山大在地中海岸建立了以他自己命名的亚历山大里亚城， 
是当时最繁华富庶的城市，亚历山大帝国的中心，商贾云集，四通 
八迖，是亚、非、欧三大洲的枢纽，也是当时的文化中心 & 托勒密深 
深敬仰希腊各学派在文化上的成就，也决心在这个城里建立这样 
的学派。他建立了一个学术中心.称为“学艺宫” ( Muwmti , 这字是 
由希腊神话中司文学艺术的诸神缪斯 Musa —词而来，后来又转 
义为博物馆），延请各国学者，同时还建立 T 一个图书馆，据称藏书 
达750,000册。这样就形成了希腊文明的另一个光辉灿烂的时期。 
这个时期的数学家有欧几里德 ( Eudid , 330—275 B . C .), 阿波罗 
尼乌斯 CApollonius T 262〜] 90 B . C . )，托勒密 （ Ptolemy ， Claudius ) ，丢 
番都 ( Diophantus , 生卒年不明），特別是阿基米德 ( Archimecies » 
287—212 B.C. ) 6 

亚历山大里亚时期和古典时期的希腊数学是有很大区别的， 
柏拉图生活在自由城邦时代的希腊，属于统治的奴隶主阶级。由 
于奴隶们的劳动为他们提供了悠闲而富足的生活，他们重思维而 
轻实际，把能够从事抽象的逻辑思维作为贵族的标志，柏拉图甚至 
主张对从事商业的自由民判罪。据说有人冋欧几里德学几何学有 
什么用，欧几里德轻蔑地叫奴隶给那人几个小钱，说他学几何就是 
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为了这种蝇头小利。亚里斯多德也认为在理想的国度里，奴隶以外 
的公民都不应该研究机械。这种情况在很大程度上可以解释古典 
时期的希腊数学为什么重理论、轻实际;重演绎、轻归纳与观察实 
验; 重几何、轻算术。亚里山大里亚时期则不同，商业航海的发达， 
各族人民来往之频繁使亚里山大里亚成为一个生气勃勃的大城 
市 & 在这种社会经济环境中出现的学者不仅重理论而且重应用。力 
学——主要是简单机械、流体力学，光学，乃至蒸汽机都很快地发 
展起来了，更不必说天文学了。这个时期的数学如几何学用更大 
力童讨论面枳、体积等实际问题古典时期的数学家畏惧无理数如 
神明，这个时期的数学家则沿袭巴比伦人的做法把各种长度(包括 

/ Y )、 面积和体积都当作数在使用这样就产生了三角学。阿基 
米德甚至在求面积时发展了穷竭法，开积分学的先河 a 阿基米德真 
是一位传奇式的人物，他用浮力定律判断皇冠是否纯金所制的故 
事是名闻遐迩 的了； 传说，他曾用反射镜将太阳光聚焦来烧毁敌人 
的舰队 i 相传他甚至夸口说:给我一个支点，就可用杠杆把地球举 
起来。所以从深度和广度来说，这个时期数学的成就都是古典时期 
不可比拟的。但是这个时期终于没有出现如 《几何 原本》这样影响 
深远的里程碑式的巨著。前一个时期的数学家时常又是哲学家，这 
个时期的数学家时常对哲学兴趣较小，出现了专业的数学家、天文 
学家、地理学家、医学家。可以说，前一个时期数学和哲学结檎，这 
一个时期的数学是工程的情侣。 

即使是亚历山大里亚时期的数学也是十分尊崇逻辑推理的。 
这时常给人一 个错觉 ，以为希腊数学只关心形式完美的数学演绎 
推理而不关心宇宙本身的规律。这是一神以偏概全的看法。希腊 
人的真正目的是研究宇宙 D 关于柏拉图前面已绘讲过对整个 
希腊文明，几何学其实是宇宙学的一部分.因为空间及其图形当然 
是构成宁宙的重要成分。希腊人研究球面就是研究天文 . 欧几里 
德的一部失传了的《现象学既是天文学教本也是讨 
论球面的几何学的 a 希腊数学的许多问题实际来自物理科学—— 
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当时发展最好的是天文学。桕拉图的学院中一位著名天文数学家 
欧多克思 ( Eudoxus /408 〜 355 B . C . )的天体就是几何的球。研究天 
文就是研究球的几何性质。托勒密(地心说的创立者)在《大汇编》 
中说，天文学应该寻求的正是一个数学模型。这个精神 
几乎是完全现代化的 ：它并 不追问天体运动的物质原因。直到产生 
了牛顿的引力理论以后情况有了一些改变.微积分代替了几何学。 
可是在爱因斯坦那里，引力理论又完全几何化 r 。 总结起来，希腊 
人是认为宇宙是按几何学设计的，研究几何学就是用理性的思维 
去认识宇宙；用理性的思维去触摸天上的星辰。 


§2欧几里德的 (( 几何原本》 


欧几里德在公元前年左右生活'在亚历山大里亚城 g 但是 
他的主要著作《几何原本》以下简称 《原本》） 
却是古典时期的代表作，它完全按照柏拉图学派的主张系统地整 
理了古典时期的几何知识(其实 《匾 韦》 中有相当的部分是 讨论数 
论的） a 欧几里德本人的手稿今已不传，而后来的版本又大都依照 

其它古希腊学者的手稿。现在比较常用的是英国数学史家希思 
( T , L . Heath ) 的版本“77^ Thirte&n Books of Euclid ^ ElemenL ”今天看 

了这本书会令人奇怪:我们现在的中学几何教本是多么类似于《原 
本》 & 这部无与伦比的著作最重要的意义是它确定/一种科学思维 
的典范，确实没有一本著作能在这方面超过它。在数学领域中，我 
们至今还遵循这一范例。尽管各种数学著作风格各殊，对这“典 
范”的功过是非议论也很多，但是它所给出的公理、定理、定义、证 
明……的格式总的看来是没有变化的。就是说+它给出一种逻辑的 
格式。 

在介绍这个格式之前，先略述全书的内容。全书共十三篇 。一 




至四篇是关于直线形与圆的基本性质的 I 第五篇比例论是争论最 
多的，实际上是用不可公度量的几何方法来避免无理数的困难;第 
六篇是相似形;第七至九篇讲数论;第十篇是不可公度量的分类， 
按英国数学家与逻辑学家德 * 摩根 (De Morgan ) 的话，欧几里德讨 

论了形如〒的无理数，这里〃和 b 是有 理数; 最后三篇 
讨论几何穷竭法。 

第一篇先给出了第一部分所用概念的定义。下面列出一部分， 
其序号是按上述希思的版本 

“1.点是没有部分的那种东西。 

2. 线是没有宽度 的松度 (这里线指曲线） 

^ +线的两端是点（可见线实际上指线段） & 

1.直线是同其中各点看齐的东西。 

15, 圆是包含在一线里的那种平面图形，使从其内某一点连到 
该线的所有直线都相等。 

16. 于是那个点便叫圆的中心(简称圆心）。 

23. 平行直线是这样的直线，它们在同一平面内，而且往两个 
方向无限延长后，在两个方向上都不会相交。” 

我们前面已经对第一个定义作过一些评论。实际上，前几个定 
义都一样，是一种物理上的描述。例如定义4很可能是受到匠人用 
水准器瞄着一条直线的启发而来.由此可见，欧几里德几何仍然不 
能完全摆脱 物质世 界影响的痕迹 . 现在，我们都很明白，要想完全 
摆脱人的经验或直观以达到理念世界是不可能的.那么欧几里德 
力图摆脱直观有什么意义呢？以后我们坯要经常回到这个问题上 
来。现在可以明白的是，欧几里德的《原 本》 中讲到的一些图形，如 
直线、三角形、……都是指的一般的直线，一般的三角形、…… 。在 
这条摆脱直观经验的道路上他还走得不够远。到亚里士多德才明 


①译文借用张里京、张锦炎译 M + Klind 古今数学思想 h 上海科学技术出版社， 
JS 7 S , 此书译文西册，第四册由北京人学数学系数学史豳译组译； 
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确地提出，几何学必须从无定义的元素开始但直到 W 世纪末.数 
学 家才普 遍认识到这无定义的元素理论上应诙是没有经验的内容 
的。 

接着，欧几里德给出了五个公设与五个公理。这五个公 设是： 

1. 从任一点到任一点作直线是可能的。 

2. 把有限直线不断循直线延长是可能的。 

3. 以任-点为中心和任距离为半径作圆是可能的。 

4•所有直角彼此相等 & 

5- 若一直线与两直线相交，且若同侧所交两内角之和小于两 
直角，则两直线延长后必相交于该侧的一点。 

公设4可能给人以同 
义语重复的 印象. 似乎它 
之为真仅仅是由于它的逻 
辑形式，即它只是逻辑真 
理而不是几何学真理 6 但 
事实不是 如此。 因为欧几 
里德的直角是指与其补角 
相等的角。因此公设4说 
的 是：若 Z 々汉即， 

= z 扃 ，则 

这个结论不可能仅仅依据逻辑得 
出。但欧几里德在证明中需要用 
到它，因此就把它作为1条公设。 

第5公设通常错误地被称为 
“平行线公设”。其实后者应 该是： 

“ V . 设有一直线及直线外 
一点，则过该点可以作唯一的一条直线与该直线平行。” 

这两条公设之等价是有待证明的。第五公设的意义从图2可 
以看出。很清楚，它不如其它四个公设那样自明，因此从希腊时代 





起就有不少人希望从其它公设来证明它。它是否“独立”于其它公 
设，即有无可能用其它公设来证玥它 ，一 直到19世纪才解汝 a 这就 
是非欧几何的主题。欧几里德“看”出了它的“独立性”(那时还没有 
“独立性”的槪念），因而恃它列为一条公设，自然是他的天才过人 
之处。尤其值得注意的是，欧几里德为什么用这样拖沓的语言来表 
述它问题在于他想避免无限这一概念。“无限”对于希腊数学家 
是一个可怕的、很难理解的东西。因此，欧几里德不用公设 V 即作 
出两个直线在无限延长后也不相交，而用一个反命题的形式说两 
直线会在有限远处(虽然不知道它究竟在 那里〉 相交。真的，空间在 
无限深远处究竟是什么样呢?宇宙的深处我们不能了解，几何空间 
的无限远处难道又是容易理解的吗？不知道当时的希腊几何学家 
们是否这样想过。但是，19世纪的伟大数学家高斯和黎曼确实是 
想到了这一切。这里看到了非欧几何与相对论物理的萌芽. 

关于公设1到3也要讲几句。上一节说过，亚里士多德认为定 
义只说明被定义事物的性质而不涉及其存在性为了说明这一事 
物的存在，就需要给出构造它的方法(即所谓“可构造性”\公设1 
一3 就说明 了线段、直线、圆都是可以构造的，因而是存在的。后世 
的几何作图规定只准使用圆规和无标度的直尺，就是公设1 一 3的 
表现。 

除五个公设外，《原本》中还规定了五个 公理： 

K 跟同一件东西相等的东西，他们彼此也相等 . 

2. 等量加等量，它们的总量仍相等。 

3. 等置减等量，余童仍相等 D 

4. 彼此重合的东西是相等的 & 

5. 整体大于部分 & 

现代数学并不区分公理与公设 & 但在希腊人那里则有些区别 
公埋，欧几里德也称为“常识的概念 (common notion )”， 按照亚里士 
多德的说法，并不属于几何学。如果不相信它们，就不适于思考那 
些涉及量的科学。公设则相反，是专属于几何学的，但亚里士多德 
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认为，公设无需是不言自明的，其是否为真要由它所推演的结论来 
检验。普洛克拉斯 ( Proclu S ,4]0 〜 485 A . D ♦是《原本>一书重要的希 
腊评述者）甚至认为，整个数学都只是假设性的，它所关心的只是 
由某呰假设推演出必然的结论，而不问这些假设是否为真。这种观 
点与当代的观点之相近也令人吃惊 & 

有了公理、公设与定义作为出发点后 ，《原 本》中给出了一连串 
按逻辑顺序排列的定理。下面以第一篇第一个定理（或称命题）的 


证明为例。 ， 

命 S 在一给定的有限长线段上作一等边三角形。 

设此线段称为 W 〗， 以/为圆心， 
AB 为半径作圆公设 3); 再以£ 
为心那为半径作圆公设3)。再 
由二圆的交点 C 到作直线段^\ 
阶公设1 ) 。由干4是圆 / JCD 的圆心， 
所以 仙 - MC (定义15)。同理 AH ^ 
所以 PO / ir (公理 I )。这样， 
AABC 的三边相等，因而是等边三角 
形。 



困3 


《原本》全书数百条定理都被这样安排了次序！欧几里德的惊 
人的天才首先在于他恰好选择了他所必需的公理、公设与定义，既 
不太多，又足够证明全书所含的一切定理.其次在于，到那时为止 
所知道的几何定理几乎全部被合逻辑地编排起来，成了体系。 （《原 
本》 中有扣 7个定理），暂 时撇幵 许多深刻的思想不论，这匕经是十 
分伟大的业绩 r 。 试想，既然在几何学中人类理性思维已达到这样 
的高度，在其它学科中又当如何?《原 本》 既是人类理性思维的一个 
高峰，又必然是一大挑战。所以我们可以毫不夸大地说，《原本》的 
出现是人类文化史的革命性事件 D 其后二千多年的历史将证实这 
个论断 & 

但是，《原本》在公理化方面来说仍有许多缺点。首先，它包含 
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了太多的未加定义的概念 6 例如公理 i 中的重合的概念，对于几 
何图形而言即是经过“运动”能重合的图形是, “ M 动”还是-个 
未经定义的概念。而且*如果两个图形在运动后能重合因而具有相 
同的性质，则在运动前性质也相同吗？几何阍形的件质在运动中是 
保持不变的吗？看来,欧几里德本人也意识到了这一点。无怪他要 
把用重合法证明的定理，例如关于三角形全等的 s . a . S . 定理都尽 
可能地推迟。《原本 )) 里实际上用了一些未明确提出的公理。例如 
上述作等边三龟形的命题中就用到丫圆既经过圆的4 
点.又经过该圚外的五点，则一定要与圆队^相遇，从直观上来 
看尨是很明显的事， S 就是圆的“连续性”。但什么是连续性呢?是 
否应该作为 ■ -个公理来加以规定呢？这些都是有待解决的事。 

总的看来，欧几里德的《原本》过多地依赖了直观，这时常导致 
一些错误。下面是一个著名的“例子'即我们可以证明任意二角形 
都是等腰的。 


A 



A 



a i 

“证明”如 K : 作 zM 的平分线仙，可能它与底边垂 fi ， 这时 
AABC 显然是等腰的•或者它与 W 不垂直，这时它应与此的垂 
直平分线 M /) 相交，设 D 是交点。 

现在有吋能 D 在 UBC 内。于是过"怍与的垂线，设垂 
足是五和厂于是 A / W /) eACMD ， 故 BC = d 又易证 AW 儿三 
△灿厂所以狀=沿\最后看直角二角形扮从与因为它们.有 
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两对相等的对应边，所以也全等，这祥 此汕二灿 +w 

= AFArCF ^ AC \ 

如堠"在 A / IW 之外或在 W 边 b .证明也是容易的。 

儿乎每个中学老师都会告诉学生，错误出在作图不准确。实际 
上，两个垂足尺和厂如有 E 在仙内，必笮厂4 f 外。 因此 ，以后 
作图一定要“小心 ”。 但是怎样证明 F 在内时 〆 一定在 f 外 
呢？什么叫“小心'义怎样才算“够小心”或若“不够小心 ”呢？ 欧几 
M 德是没有办法 N 答这些问题的. 

作为人的认识 的客观 规律，直观的经验是不可少的。你把它从 
大门赶出去，洱锁上〖],它又会从窗予电偷偷地逬来。你在儿何学 
里处处会找到 A 视经验的痕迹。 任何 人在研究几何学时也都实际 
上依眾飪观。但岳我们仍然努力“取消”釭观的影响。苒目的是为 
「把既 念真正弄清楚，不摻入-1点榄糊不清的东西是为了使推理 
的步猓完令 淸晰。 这样看一下观性的思维能把我们带到怎样的远 
处，借以理解爭物真正的本质，理解我们 的认识 能力真正的限度。 
这不足仅凭人的 i 观 E 礓和哲作家的现论主张就能做到的。需要 
的是在整个人类文化发展的背景 F 儿代数少家艰苦努力的积累 □ 
欧 ru 具德的 托正功 绩正在他走出了决定性的正确的…步_而且 
屯 m 如此好，如此远，以至后代人不能不遵循他所打汗的航道。真 
. £地把《原本》的这些缺点改正过来，要等待二千年后的希尔伯特。 
而 H . 在这个过程中还发生了另4欠^命作的变化 非欧儿何的 

涎十二。 


§3数学与第-次科学革命 

想在短短儿豇篇幅中跨过两千多年来直接讨沦希尔伯特是太 
酎难 r & 现在需要做的事是先 看-看 这段时间电科学史乃至一般 
的思想史1：发生了什么大事。 
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罗马人占领了亚历山大里亚，宣告了希腊的衰亡。罗马人是务 
实的 ，他们 夸耀自己完成了大量的实际 工程。 罗马人十分重视自己 
的文治武功我们谈到罗马，就会想到凯撤大帝 ( Caesa ar ， Ju ] iL ^ 
100 — WB.C )，想到他和埃及女皇克里阿佩特拉 ( Cleopatra,M — 
30 B . C ) 的动人的恋爱故事和它掩盖的种种政治阴谋，可是罗马人 
完全不重视作为一门理论科学的数学^ 一群罗马士兵冲进 r 阿基 
米德的房子，他正专心地在地上画着自己的几何图形，斥责罗马士 
兵干扰了他的丄作。暴怒的士兵一刀杀了阿基米德这个科学的巨 
人，这宣布了外时代的结束。英国哲学家和数学家怀特海德 ( A * 
N . Whiteh e a ( M 861 〜 1947) 对此发表了以下的 评论: “阿基米德死 
于罗马士兵之手是世界剧变的 象征; 务实的罗马人取代了爱好理 
论的希腊人，领异了欧洲 。比肯 斯菲尔德勋爵在他的一本小 说里说 
务实的人訧是重犯他们的祖宗的错误的人 & 罗马人是一个伟大的 
种族。但是受到 f 这样的 批评: 讲求实效而无建树。他们没有改进 
祖先的知识，他们的进步只限于工程 t 的技术细节。他们没有梦 
想，得不出新的观点， S 而不能对自然的力暈得到新的控制。没有 
一个罗马人会 M 为专心地沉思一个几何图形而夜生 。”但著 名的罗 
Mi 政 治家和作家 两塞罗 （ Cicero,Marcus Tullius ， 1 OG 〜 4SB. C ，) 反 ifj 

为此称赞他的冋胞们不是梦想家，而致力于数学之为用。 

基督教文明统治了欧洲.尽管新约圣经中吸收了不少希腊思 
想，希暗人却被3作异教徒遭到迫害。其后，阿拉伯人最摧毁了 
也历山大里他们有-种思想垄断的“妙论”：一切正确的、奸的 
思想那已包含在可兰经中，所以不再需要其它的著作；一切不符合 
可.兰经的都是错误的邪说\|片而不能容许这种著作保存。 

厂适 我们#到世界 ih ■场又•场壮观的悲剧与喜剧：西罗 
4、东罗 q 都火亡 r , 阿拉伯人登上广历史舞台。卜字军东征.欧洲 
的黑暗吋代。可是，科学（包括数 7) 还 泎进步 .人类也在进步 。 f 
是我们迎来 r 新的 时代。 资本： t 义要诞生了，文艺复兴是它的兮 
ifh i : 艺复兴 ，也就 是希腊文化的复兴。然后带来了人类历史上第 
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一次科学革命 ffi 。 

那一时期文化思想 h 对立的两个方面是基督教与科学。文艺 
复兴时代我们看到了宗教势力的逐渐衰落，而到世纪，现代 
的科学逐渐发达起来。开始还很难摆脱宗教的影响。怛是,宗教的 
权威，那是一种独断的、乃至黑暗的权威，逐步被科学的权威所取 
代。这是一种理性的权威，尊重实践的权威，并且在实践中不断完 
善自己因而没有任何独断性的权威 & 许多人都说，现代科学反对一 
切权威。不，它尊重实际、符合理性的要求，因而自己就是一神权 
威。人莩握了科学，也就进一步认识了宇宙，也使自已成为更完全、 
更丰富、更有力量的人。人有了更大的权威，其武器是科学。科学 
本身是-种革命的力 tt 。 而在那时，这个革命是举着数学的旗帜 
的。 

这次科学革命有四位巨人《他们是:哥白尼 〈Copernicus 
laus, 1473— 1543)， 刻 卜勒 （ Kepkr ， Johannes ， 1571 — 1 630 ) ， 伽里略 
(Galileo, Galilei, 1564 — 1642 ) 以及牛顿 （ Newton ， Is&ac, 1642 — 
1727 )。 

迄至16世纪，占统治地位的天文学说还是托勒密的地心说. 
哥白尼&过多年观测和思考，终 T 提出- 种新学说： H 心说。1^07 
年，他写了《论天体的旋转》一书，不过因为惧怕遭到教会的迫害， 
只能在 他死后 1543 年才出版。哥白尼对宗教是很虔诚的。他从不 
认为自己的学说有违教义。但是他相信希腊人的思想，即宇宙是和 
谐的，是按数学理论设计的 U 上帝创造了世界， f 旦是是按数学原理 
设计的。这时，托勒密的学说已经很复杂了，为了用本轮 
( deferent )、 旋转 ( epicycle ) 理论来解释0、月及五大行星的运行，共 
需77个圆。哥白尼认为这是太复杂 f :上帝 既然按数学设计创造 


(1) 这 H 我们引用了周光 U 的看法 u 他在〗洲9年 a 月全国基础科竽研究幺 t 旳讲 
演中 指出® 畀史上有-〔次科卞革命。 〗 6_] 7 址纪出现了第一次笮命，带来了 
现代意义下的科学。 
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了世界 _ 全能的上帝的作品必然是和谐而簡洁的。77个圆.这实在 
是太复杂了。他还研究过公元前 3 世纪的希腊天文学家亚里斯塔 
克斯 (Aristacmis) 关于日心说——注意，哥白尼并不是日心说第一 
个倡导若 ，'-的著作 ，就决心试一试把本轮、旋轮和日心说结合起 
来:地球沿一个圆（本轮)绕日而行，中心是太阳，而不是地球。其后 
他发现这种说法与观测结畢并不符合，而修改成太阳在中心“附 
近'要注意一件事 。 在异常纷繁的天文观测数据中怎样才能设想 
到曰心说.时不是吏接近我们直接经验的地心 说呢? 这里决定地需 
要的是一种理论，哥白尼的理论完全是来自希腊的数学理论。无 
怪他的理论(刻卜勒的也一样)开始时只是得到数学家的支持。哥 
白尼以为自己找到了上帝设计宇宙的更和谐更简洁的数学方案, 
殊不知，他却彻底否定了上帝的宠儿——人一一在宇宙中的中心 
地位 u “人”现在只好在一个冷漠孤寂的小球——地球一上绕着 
上帝创造的另一个天体太阳孑孓漫步亍太空之中而失去 r 圣灵钟 
爱的光辉：但是，“人”难道变得如此/无足轻重了吗？不，失去 f 权 
威的是上帝以及它在尘世的代表一一教会，真正得到了力量的是 
“人”，其实是正在兴起的资产阶级。 

刻卜勒是一个很矛盾的人 = 由于政治和宗教的原因而一生坎 
坷。他的幸运是从〗600年起成了当时著名天文学家 W_(Brahe， 
1>也 0 ，〗 5 仆一1 6 01，丹麦人)的助手 6 布喇本人作了多年的天文观 
测，留下了极为宝贵的资料，但是由于哥白尼的理论仍与实际的观 
测不符合时■直不接受日心说。人们常说，刻卜勒由干积累了大 M 
观测资料而发现了二大定律。这是正确的然而过分简单化的说法。 
图5是1982 年全年土星的运行轨迹 (T 谁能想像可以从这里找到 
三大定律？爭实是，刻卜勒 _ 完全相信柏拉图的理论。哥 Q 尼已经把 
托勒密的 77 个圆 减少到34 个，刻卜勒则着手用柏拉图的五个正 
多面体（那时就已经知道只存在止四而体、正六面体，正 A 面体、正 


①此同 1 Jf 自 I. Lktlind T Ia' Catrulhiijtrcru ^tditiuns <ju SeuiJ t ( 1 ) T Par^ ; J 7 i；t ^ 
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十二面体和止二 f 面体）来修正哥白尼的理论。他认为有一个最外 
层的球.其半径是土星轨道的半径.作其正内接六面体及其内切 
球，其半径就是木星轨道半径;再作其内接正四面体.其内切球半 
径相应 T 火星轨道半径。这样通过五个正多面体共作出六个球面 



1982年全年土星的运行轨道，注意其机这的折回 

m 5 



刻卜勒按柏拉困的五个正多面体设&的太阳系构造困 

困6 
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(包括最外面的球面），而当时已知行星(包栝月亮)恰好是六个(见 
图 S )。 这个理论当然是不止确的。但有一个理论和在数据的茫茫 
夜雾中摸索是完全不一样的①□刻卜勒另一个特点是十分尊重观 
测数据„这样经过艰苦地修正自己的理论，终于得出了著名的三大 
定律： 

1. 行星的轨道是椭圆，太阳位于其焦 点上。 

2 . 各行星的动径在相同时间扫过相同的面积（见图 7 ) fl 



困7 

3 .行星的周期平方与其轨道椭圆投半轴长(刻卜勒当时的说 
法是 T 均距离)之立方成正比。 

当然，如果假设轨道都是正圆，理论更加“优美、简洁，，，但却与 
观测+符 . 所以哥白尼认为地球轨道椭圆长短轴只差 0. 5%，而火 
星实际位置的误差积累到一定时期达 IV 之多。刻卜勒从这里认 
真地修正了自己的理论， 

闩心说才出现时所遭到的反对，是现在的人们难以想象的。且 
不说宗教方面的裁制，单是观测的结果与来自物理学的诘难都是 
不利干日心说的。如果不是对宇宙的设计遵循数学有着深刻的信 
念一这种偏念的顽强性有时简直到 r 偏执的地步——怎么能顶 


CC 请#看爱因 斯汨“ 开普勒”一文+见4爱因斯坦文集》第一卷.商务印书馆， 
1976,274-278 豇 □ 爱因斯坦评述 f 开芮勒 （刻卜勒）怎样发现了二大定律，而 
教训是，知识不能单从经验中得出，而只能从理智的发明同观祭到的事实作 
两荇的比较才能得出。” 
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住这些反对意见呢?至于宗教，哥白尼和刻卜勒两人从不怀疑他们 
的发现是对全能至上的1:帝的颂歌，但是他们的上帝是数学家，是 
毕达哥拉斯和桕拉图式的数学家。上帝不必去特别照顾自 d 最心 
爰的创造物:"人”，人反而可以推算出上帝的设 计图。 所以刻卜勒 
和哥白尼是基督教义的真正的叛逆。上帝的至高无上都可以怀疑， 
还有什么不能怀疑呢?理性的科学自然可以反对非理性的宗教，它 
呼唤着思想解放 4 无怪天主 教把切 关丁日心说的著怍都列为禁 
书 D 日心说的热烈拥护者布鲁诺 ( BnmiGtodano , 1— WOO ) 
被宗教裁判所烧死 & 宗教改革的领袖路德 （ Lmher ， Martin , 
1483—— ]5 彳 6) 和伽尔文 (&14|1 ， > 即 ，）509—— 1564) 这些新教徒 
反对日心说的顽固劲头决不亚于他们的宗教对手天主教徒.可是 
由干日心说的出现，自然科学终干从神学的枷锁下解放出来 f ， 而 
解放的旗帜是数学。烧死布鲁诺的火光终于照亮了黑暗的欧洲. 

附带讲一个小故事.伽里略的《关于两大世界体系的对诂》出 
板于16⑽年，原是得到教皇乌尔班八世 ( Urban ， 诚）的恩准的.因 
为教皇不相信什么人真能把曰心说讲得令人信眼。但是这本书写 
得太好了 .教皇不由得感到害怕。1633年伽里略被再次召到宗教 
裁判所，在刑具胁迫下宣布放弃 H 心说 。据说 年迈的伽里略在步出 
法庭时还在嘟哝 着:地 球还是在转。 

伽里略被公认为近代科学的奠基人。他诞生于文艺复兴三杰 
之一的人画家、雕塑家米开朗基罗 （ Mkhda nS d 0 ，1475— 去 
世的同一天，又逝世 f 牛顿诞生的那一年，这对相信灵魂转世托生 
的人们未必不是小小的安慰。众所周知，他是著名的实验者 u 比萨 
斜塔宁可说是因他的实验而得名。在距斜塔不到200米处的一个 
大教堂里悬挂着一个灯，据说伽里略观察这个灯而得出了摆的定 
理——不过，那灯挂得这么高，伽里略怎能把它拨动呢？他听说荷 
兰人发明了望远镜，就自己做了-一个并用以发现了木星的四个卫 
S . 这件事使教徒们大惊失色，他们甚至不肯向望远镜里看-看。 
然而对于现代的实验科学，伽里咯还只是-个过渡性的人物。他和 
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牛顿一样，深信宇宙是按数学设计的 a 他在 1610 年 《尝试 者 

〜书 中说过一段著名的话 ® :“宇宙是永远放在我们面前的 
一 本大书，哲学就写在这本书上。但是，如果不首先掌握它的语言 
和符号，就不能理解它。这本书是用数学写的，它的符号是三角形、 
圆和其它图形，不借助于它们就一个字也看不懂，没有它们就只会 
在黑暗的迷宫中踯躅，上帝的神性体现在自然界所遵从的永远不 
变的数学规律中；因此，诵读圣竚和研究数学有同样的重要性。上 
帝比之我们凡人懂得的数学当然多得无比。但是人就其所已箪握 
的数学知识而言，可以理解得和上帝一样彻底在科学研究的方 
法论 h , 伽里略第■'个提出了 •应该 追求的是数量的规律。因此.他 
放斧 r 亚里七多德关于“质”的讨论而重视“景'也就是说■伽里略 
的科学是一祌数学化了的科学。对自然现象追求其物理解释，这不 
是科学的任务吗？把科学数学化为什么是一种进步呢？实际上，这 
不只是一般的远步，而且是一种革命性的步骤^为什么呢？不妨看 
一 F 亚里士多德的物理解释究竟是什么，例如，关于落体运动，按 
亚里上多德学派的解释，物体之下落是因为它有重量，它之落向地 
球是因为物体总寻找其“自然”的 位置, 而地球的中心是最“自然” 
的 位 置（地心说 1)( 请注意，亚里士多德认为追究物体下落的“原 
因”是 不必要的。），运动着的物体在不受力的情况下会保持静止是 
因为静止是物体最 “0 然”的状态。其实，亚里士多德所理解的“物 
理学”、“自然”都与我们今夭的理解不-致，“自然”一词对于亚里 
士多德简直就意味着目的。中世纪的学者们在解释亚里士多德时， 
乂把这种目的论的因素大大发展例如他们认为同情心与排斥 
心也是物质的本性。磁石吸引铁是囡为它们彼此“同情”，二物相互 
排斥则萆出尸彼此“厌恶' 这当然与当时整个文化背景有密切的 


CU 转引自 M, KJine. Matk^mahc^ ikp Loss of Cpfiamty (数学 》 晚定性的丧 失〉， Oxford 
Univ, Presb T New York ^ 。 

% 冋前抟。 
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关系，伽里略用数量的规律代替物理的解释，因为是针对亚 里士多 
德的“物理”的，也就摒弃了一切 H 的论、物活论的色彩①。因为伽 
里略重视数量关系，所以，他的力学的出发点是速度、加速度这些 
可以直接观测的运动学的量。他在实际观察中发现.不同重量的物 
体 F 降速度的差异，在空气中远小于在水中，这样就得出了介质越 
稀薄，差异越小的结论。由此推理可知，在真空中一切重物将以同 
样速度 下降。 从伽里略的这个推理过程可以明显看到数学方法的 
影响：丢掉一切次要、偶然的因素去寻求一般的抽象。 

说伽里略在实验科学上只是一个过渡性的人物还因为他实际 
上认为数学推理比之实验更重要.因为宇宙是按数学设计的，所以 
只要做几个实验借以发现最基本的规律就够了。其实他的许多实 
验都是我 jn 今天所说的“理想实验'他在 《关 手两大世界体系的对 
话》中描写了一个球如何从航行中的船的桅杆顸上下落。当书中人 
问他是否作过实验.伽里略回答道 :“没 有做过，我不需要做，即使 
没有任何经验，我也能肯定是这样的，因为它不能不是这样.”所 
以，伽里略的科学研究方鵠的程 序是: 从几个实验开始得到最基本 
的简单明了的原理，即得出数学模型，再往下就是数学的推导、演 
绎，得出尽可能多的结果。这不就是欧几里德《几何原本》的方法 
吗？ 

可是伽里略终究与希腊人、中世纪学者、乃至笛卡儿都不同。 

这些原理来自何处?柏拉图认为来自理念；中世纪经院哲学家和天 

主教认为来自上帝的启示;笛卡儿认为来自良知(关于笛卡儿下一 

节我们还要细说 h 伽里略却认为，这些原理必须来自经验与实验。 

不是先有人的思维，然后再把世界安排得能为人的思维所接受。对 

于中世纪的经院哲学家无休止地争论亚里士多德的著作应如何诠 

释，伽里略认为这些争论都是全然无益的，在自然界的真理面前， 
/ 


①见罗索《西方哲宁史》，上册有人说柏拉图的出发点是几 何学, 
时 E 里七多德的出发点是生物学，从罗索的书里也可以一睹究竟。 
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教庭的权威,亚里士多德的权威都是没有意义的。我们在前面引述 
过罗素对亚里士多德的评论，认为他的优点与缺点同样巨大，时对 
他的缺点,他的后人应负更大的责任。事实上，在黑暗的中世纪的 
-- 千年中，科学成了神学的婢女，亚里士多德的学说变成了为宗教 
辩护的工具，所以罗素 说:“ (亚里士多德)的权威性差不多是和基 
督教会的权威性一样地不容置疑，而且它在科学方面也正如在哲 
学方面一样，始终是对于进步的一个严重障碍。自从]7世纪的初 
叶以来，几乎每种认真的知识进步都是从攻击亚里士多德的学说 
开始的；在逻 辑方面 ，则今天的情形仍然是这样这样我们就可 
以明白，伽里略的数学化的科学研究方法论，何以具有革命性的意 
义:它从科学身上剥去了神秘的外衣，使科学从神学中解放出来。 

牛顿 ( Newton . Issac , I 6 犯 一 〗 7 27)沿着哥白尼、刻卜_和伽里 
略的道路走向极大的成功。牛顿是伟大的数学家，他“发明”了微积 
分(关于微积分的建立及其对人类文化的影响，又是可以写出一本 
专著的重大事怦，所以我们在此不得不放弃）；但是他是更伟大的 
物理学家。他第一个给出了物理世界的统一图景。英国诗人波普 
( Pope , Alexander ) 在牛顿死后的1735年模仿圣经旧约创世纪为牛 
顿写了两行墓志铭式的诗： 

自然律隐没在黑暗中。 

神说“要有牛顿”，万物俱成光明 

前面我们引述了伽里赂关于自然是一部哲学书的著名的话， 
而爱因斯坦则说，对于他（指牛顿），自然界是一本打开的书，一本 
他读起来毫不费力的书③严格地说，牛顿是一位数学物理学家. 
他和伽里略一样，都认为只要有几个关键性的实验就够了，然后往 


① 引自罗素 S 西方哲学史&.上册 t £09 贫。 

③ 译文引自罗索4西方哲学史 h 下册， W 页 ，《创世纪》 第-章第三段的原文是 
“神说 要有光 ，就 有了光/’ 

⑶ 1 '牛顿的4光学》序”，! ( U 爱因斯坦文集 s 第一卷，商书印书倌 t 19 76 , 2 打页。 
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下就 是要做演绎式的数学推导。这一点和欧几里德是一样的。大 
家都知道牛顿的三大定律(其实第一、第二定律伽里略和笛卡儿就 
已经知道了，牛顿则把它系统化）。对于牛顿，这就是他的体系的公 
理。第二定律被表述为一个公式:^=湖。原来，力被模糊地解释为 
一种与推和拉相联系的肌肉的感觉，现在则不再问“力是什么”这 
样的问题，而就“解释”为按以上公式与加速度 a 相联系。牛顿“发 

明”了微积分，第二定律就成了 个微 分方程爪^=广于是，只要 

知道了力广知道了初始条件，则万事万物的运动莫不可以由这个 
微分方程解出来。这里的 p 怎样决定呢？在牛顿的研究工作中，最 
重要的是引力。关于“万有引力”的发现，有苹果的故事 ，据高 斯说， 
这是牛顿为打发那些不懂数学而又要追问牛顿如何发现方有引力 
的蠢人所编造的故事要不然，在和煦的阳光下在草地上懒洋洋 
地睡上一觉，啃着甜甜的苹果还可以异想天开地发现大自然的奥 
秘，这该多有诗意！实际情况要深刻得多。17世纪的科学家面临着 
解释地球运动的问题，是什么力使地球保持运行在绕太阳的椭圆 
轨道上呢？为什么抛射体会落到地上呢？既然宇宙是按照数学设 
计的，则不论天上的或地上的物体应该服从…组同一的规律乃是 
一个合理的想法 6 所以弔在牛顿以前，哥白尼、伽里略、物理学家胡 
克(阶 0 1^，11此邮,1605—1703 > 即弹性力学中胡克定律的发现者）， 
哈雷彗星的发现者、天文学家哈雷 ( Halky ， Edward , 1656 — j 742) 都 
考虑过这个问题。当时甚至 B 经知道把星体拉在椭圆轨道上的力 
随天体之间距离的加大而减小。但是，只是到了牛顿才有了万有引 
力的概念以及这样的公式 . 

对于牛顿的伟大成就，法国著名启蒙哲学家狄德罗 ( Diderot ， 


①见 M . Khne ^ M ^ ieinat^s in Western Caitare (西方文化中的数学 ）， Oxford Uni 、. 
外吸、1353,193页„另说是伏尔泰从故亊中编造出来的，是牛顿的外甥女〗7£& 
年前后告诉伏尔泰的 . 见 B + 凡 Aphou “数学科学与天体力学_=.百年 '数学 
译林，]第4期，281页。 
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Denis ， 认为牛顿是幸运的，因为大自然向他展示了自 
身的秘密;拉普拉斯则自叹“予生也晚'可惜宇宙 H 有一个而牛顿 
已经发现了它，大有“既生瑜，何生亮”之慨！倒是牛顿说自己之所 
以能看得比别人远楚因为他“站在巨人的肩上”，这正是由于彻底 
了解历史的真实而来的真正的谦虚。 

牛顿把他的成就(包括微积分学)写在他的名著《自然哲学的 
数学原理》（凡心奶碑 Naturaiis Frinctput ，这本书 ] 7 29 

年被译成英文）中，这书是1687年由哈雷资助（既出资又帮助编 
辑，和我们今天的“资助”是两问事了』）牛顿出版的，以下简称《原 
理》 W 咖 h 我们先介绍一下它的结构。《原理》分三卷，在引言 
中牛顿定义了最基本的槪念如惯量、动量和力等等，然后就象欧 /I 
里德《几何原本》中给出五条公理、五条公设一样，给出了著名的三 
大定律■■一亦即三大公理。然后在第一卷中给出了 -些微积分的 
定理以后，丌始证明一系列的命题。首先是关干有心力作用下的运 
动,并证明了动径在相等时间扫过相同的面积，这就是刻卜勒的第 
二定律 。 然后牛顿证明了，如果运动的轨道是圆锥曲线，则作用力 
与距离平方成反比。逆定理也成立。所以由万有引力公式 
P 就可以得出行星轨道为椭圆的结论(刻卜勒第一定律）。然后又 
得出了刻卜勒第三定律。我们暂时不讨论这些成果，快一点把 《原 
理》介绍完。第一卷还讨论了三体问题，这是牛顿以来天体力学的 
主要问题，至今尚未得到彻底解决。 

第二卷是讨论流体力学。第三卷标题为《论世界体系》，即将第 
一卷的普遍原理应用于太阳系。这里包括了如何计算行星的质董， 
地球的形状，行星轨道的岁差理论，最后还有潮汐理论 . 只这样罗 
列一些项目就可以知道，为什么说牛顿第一次给出壯界 的统一 图 
景了。 

请看，《原理》的结构与《几何原本 S 何其相似乃尔？ 

牛顿的全部工作都是遵循伽里略的科学研究方法的.他不仅 
概括 r 伽里略'惠更斯 ( Huygens , Christian , I 629 — I 695 , 荷兰物理 
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学家，光的波动说的倡导者)的成果，而且把它们放在一个完整的 
逻辑体系之中，特别令人震惊的 是:刻 卜勒的二定律也只不过是万 
有引力定律的推论。它不冉只是哲学家的思辩加上多 
年观测记录的概括.现在，整个物理学(请注意 . 在牛顿的时代.物 
理学主要就是力学）都象几何学一祥被放进了逻辑演绎体系的框 
子里了。从我们今天20世纪90年代的观点看来，当然会问：其它 
科学又怎样呢?其实从今天的逻辑演绎的标准(我们将在下一章讲 
到这个问题)看来，任何一门科学（包括物理学、计算机科学）在这 
方面与数学相比都瞠乎其后，而且我们也看不出有什么评由-定 
要把其它科学变成数学的婢女，既看不出其根据，也看不出其好 
处。但是，从牛顿以后，数学确实以更快的步伐进入一个乂一个新 
领域。科学的数学化并不只是数量化，而首先是找到一些@含其中 
的数学概念，或者是用数学解释其中的槪念，然后再用数_的方法 
由此推演出新结果，并且把这些结果组成逻辑体系。 

《原 理》 另一个重要的意义是，它进一步用数学模型、数量关系 
代替了 “物理解释' 什么是力？什么是引力？不必去提出这样的 
问题.重要的是有 - -些数学公式 F = kMm / T 2 以及 F = 7 na 之类，而 
不必去问什么是它的“本质”。比之亚里士多德的 R 的论的因果关 
系.大家也许愿意承认这是-个进步.但是仵当时.这确实是很难 
接受的。笛卡儿就反对伽里略放弃“物理解释”而寻求数学的描述、 
他不赞成伽里略关于落体的理论，而认为应该去寻求所谓“最后的 
理由”。牛顿对引力不加任何物理解释而只给出明确的数学公式 
(牛顿自己在《原理》中也说:“因此，我计划在这里只给出这些力的 
数学概念_不考虑它们的物理原因和根底” ®) 引起 r 包括惠更斯 
和莱尼布兹这样的杰出科学家的激烈反对，特别是它的超距 作用。 
我们还是看一看牛顿自己是怎样说的吧 & 在《原 理》 的序言中他说: 
“古代人(正如 Pappus 告诉我们的那样）在自然事物的研究中，把 


①这里和下面关 r 《原理》的引文均转引自 M.Kihm 古今数学思 Sm 
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力学科学推崇到极端重要的地位，而近代人则排除物体的形式 (原 
文作“实质的形式和玄妙的质，努力把自然现象放在数学的控 
制之下 & 本此理由，我在这本书里，培育数学直至它联系到哲学(科 
学）时为止(按，意指“就数学与哲学和科学的联系来研究数学”) . 
……所以我献出这本书作为哲学的数学原理，因为哲学的整个负 
担(按，意指“哲学的重任”)似乎在于——从运动现象去考察自然 
的力，然后从这些力去阐明其它现象，下面牛顿还继续说：“第一、 
二卷的一般命题的目的就在此。……然后，从这些力，以及其它一 
些命题，它们也都是数学的，我导出了行星、彗星、月球和海洋的运 
动。”他在书末 又说: “我们的目的，是要从现象中寻出这个力 C 按, 
指引力）的数 M 和性质.并且把我们痒简单情形下发现的东西作为 
原理^準： 字譽 亨亨寧，我们可以估计这些原理在较为复杂情形下的 
效果卓孕零 f 亨着重号是牛顿加的 >，是为了避免 
关丁 这个力 的丰性问题，这个质是我们用任何假设都 
不会确定出 来的， 牛顿并不是没有感到引力的本质和超距作用的 
神秘，他甚至在一封信黾提到应该有一至高无上的存在_永恒地按 
某些规律行事，它就是引力的创造者，至于这个存在是物质的还是 
非物质的/只能请读者思考' 牛顿本人有浓厚的宗教倾向，他在 
晚年完全皈依于神学的研究，但不管他愿意不愿意，他放弃了对 
“物理解释”的追求，而给人类提供了一个新的宇宙秩序的图景。这 
个宇宙服从一组定律；这组定律只能用数学 表示； 万事万物大而至 
于天体的庄严的运行，令人惊恐的彗星，涛声震耳的潮起潮落，小 
而至于微风吹拂，落英缤纷，萸不是这些数学定律的表现，一饮一 
啄，莫非前生注定”，那冥冥安排一切的 是谁？ 暂时放下这个问题, 


①数宁不是关 T “形式”的科学吗？为什么说科学的数竽化又排除了 u 形式”呢? 
牛顿说的近代人是17世纟 d 的人。那时.他们确实排除了亚里斯 多德。 亚里斯 
多德关丁_ # 形式”和“质”的理论和近代人的理解是+—样的。浼者可以参看罗 
素《西力■哲 学史》 上册关十亚 II 士多德的论述。这也阼叮以使读者在理解中顿 
的真意上得到启发。 
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牛顿给我们描述的宇宙的最好的模型是一个时钟 e ，万万千千大 
小齿轮的转动决定了宇宙和人世的一切，这就是机械论的宇宙观. 
哥白尼感到托勒密的77个圆太多，不足以表明上帝的完美无缺， 
而用34个圆的日心说去取代_他哪里想到，宇宙竟然成为无限多 
个互相啮合起来的齿轮！ “姶怍俑者，其无后乎 I ” 

和科学的数学化同时，也看到数学的“科学化”。在古希腊，数 
学和科学是被区别开来的。对于桕拉图，数学甚至是一门净化人的 
灵魂的学问 3 现在，科学越来越多地依赖数学，同样，数学也越来越 
多地依赖于科学。从牛顿以来的三百年中，数学中许多最重要的问 
题时常是由科学提出来的，对数学的发展作出最重要贯献的人时 
常是科学家广义的数学与广义的物理学和技术科学的紧密联系 
是牛顿以来数学发展的主流^它的主题仍然是“认识宇宙，也认识 
人类自己' 这里当然包含了人控制自然和社会的问题。 

那么，在牛顿那里，人的地位是什么呢?牛顿是很虔诚的教徒， 
他信仰上帝，同时也相信上帝是按照数学原理来设计世界的 。他在 
《光学 MOptik ，1704) —书中说过:“自然哲学的主要任务就是从现 
象开始论证而不用虚构的假设 ，并队 效果推出原因、直到最初始的 
原因，后者显然不是力学的^……在几乎虚空无物之处有些什么， 
太阳和行星何以互相吸引而不需要其间有稠密的物质存在？自然 
界何以从不做茫无目标的事？世界的秩序与美来自何处？彗星的 
目的地在那里，行星何以在同心的轨道上按相同方式运动，是什么 
使恒星彼此不会被吸到一起?动物的躯体设计何其精巧，其各个部 
分目的何在？眼的设计难道无需光学的技巧，耳的设计难道无需关 
于声的知识?身体何以会按意志的指挥而动作，动物的本能何从而 
来？……一切事物安排有序，难道从现象看不出有一无形的、有生 
命的、智慧的、无所不能的存在，他似乎用自已的感官清楚地看见 


①维纳的《控制沦》指出，钟是反映那个时代的文化和科学的敢好象征。见郝季 
仁译维纳 ，《控制论》 ，科学出版社邡〜30页 [1 
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一切，彻底地洞察一切；只要事物呈现在他面前，他就能完全理解 
这些事物，这听起来有些象屈原的《天问》，而牛顿在《原理》中作 
r 回答:“这个太阳、行星和彗星的最美丽的系统只能来自一个全 
知全能的存在的意旨与统治。……这个存在管理万事万物，它不是 
世界的灵魂，而是君临一切的主这就是上帝1这个上帝有什么 
性贡呢？他是一位数学家和物理学家。牛顿在给本特利牧师 (Re¬ 
verend Bentley 的一封信 （ 丨年 I 2 月 10 日）中写道广所 

以，要造出这样一个(太阳）系和它的一切运动就需要一个原因，它 
能理解和比较太阳和行星这些物体的质量，它们之间的吸力，第一 
级行星到太阳的距离，二级行星(例如月亮)到土星、木星和地球的 
距离;这些行星绕具有这些质量的中央的物体旋转的速度;并需要 
把这么多物体的这些量加以比较和调整^这就可以证明这个原因 
不是盲目的或偶然的，而是楕于力学和几何学\也可以说，上帝是 
一个钟表匠，他造好了宇宙这个无比复杂的钟，然后上足发条让钟 

走起来(即所谓第一次推动 the first blow ), 然而，刻卜勒定律 

只讲了两个物体如地球 和太阳 在万有引力作用下的运动轨道是椭 
圆，而其它星体如月亮、火星、……的引力会使这个轨道产生“摄 
动”而偏离理想的轨道，就好象这个钟走得不太准一样。所以牛顿 
又给上帝一一钟表匠找了一个差使：过一段时间要对一对表，把 
轨道校正一下①恩格斯说 :“上 帝在信仰他的自然科学家那里所得 
到的待遇，比在任何地方所得到的都坏/◎牛顿的神学是“自然神 
论”，它离无神论只一步之遥。难怪，当拉普拉斯 Oapiac^PierTe — 
$加如，17犯 一1827) 写出了《天体力学》一书，指出，只要知道过去 
某一瞬间宇宙的状况就可以按牛顿力学的方程推算出未来的一 


0; 近代的研究提出一个保刻的 M 题； K 期的扱动会不会使轨道紊乱不堪而归于 
绲淹？有序与无序.奂窍性与随机性的关系如何兴趣的读者可以看普里卨 
金、斯麻热著《从混沌到有序>上海译文出版社1郎 7 。 

罢见“扫然辩证法’ T 《马完思恩牦斯选集 S 第三卷，人民出版社，〗 972 ,329苽 = 
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切，井且把此书呈献给拿破仑时，章破仑不以为然地问起为什么在 
书里不讲上帝，拉普拉斯骄傲地回答说:“陛下，我不需要这个假 
设 n ! avaiu pas begirt de (：♦ hgftjfkb & e ) 0 科学革命引导到无 

神论。“人”变得更有力 ft 也更完全了。 

但是，也有另一方面的问题。牛顿、拉普拉斯的机械论的宇宙 
观是完全决定论的。用数学语言来说，既然运动定律是一个微分方 

程: = * ■，则只要给出某一瞬冋 (/ = M 运动的状况，其以耵任何 

时刻的状况都可以唯一地决定了。这叫做微分方程的存在与唯一 
性定理，决定论就是这个定理的哲学表述。既然世间一切，无分巨 
细，都是冥冥之中安排妥当的，人不是处于完全被动的地位 r 吗? 
这样的人生又有什么意义呢?所以，完全的机械论——决定论是一 
个大大伤“人”感情的理论。请参看前页注①引的《从混沌到有序》 
一书. 

上面的叙述验证了兰德尔 (Randall J . H ) 在《近代思想的形成》 
{Making of the Mod&rn 她 mi ) —书中所说的：“科学产生于用数学解 
释自然这一信念 


§4欧几里德与理性时代 


16,17忻记是人类历史上非常重要的时代.这是资本主义逐 
步取代封建主义的时代，资产阶级在历史上曾经起过非常革命的 
作用”(《共产党宣言》 h 新的时代带来了生产力的巨大发展，也必 
然唤起人类的新觉醒。文艺复兴是资本主义诞生的号角，从那时起 
出现了一大批伟大的思想家和哲学家，他们的任务是为资本主义 


①引自 M , Kline 《古 今数学思想》第二册，37页 6 


51 


催生 3 恩格斯在《反杜林论》概论一章中 说过: “在法国为行将到来 
的苹命启发过人们头脑的那些伟大人物.本身都是非常革命的„他 
们不承认任何外界的权威，不管这种权威是什么样的，宗教、自然 
观、社会、国家制度 ，一 切都受到了最无情的 批判; 一切都必须在理 
性的法庭面前为自己的存在作辩护或者放弃存在的权利 a 思维着 
的悟性成了衡量一切的唯一尺度。那时，如黑格尔所说的，是世界 
用头立地的 时代。 最初，这句话的意思 是:人 的头脑以及通过它的 
思维发现的原理要求成为一切人类活动和社会结合的基础;后来 
这句话又有了更广泛的含义:和这些原理矛盾的现实，实际上被上 
下颠倒了，以往的-切社会形式和国家形式、一切传统的观念，都 
被当作不合理的东西扔到垃圾堆里 去了； 到现在为止，世界所遵循 
的只是一些成见;过去的一切只值得怜悯和鄙视。只是现在阳光才 
照射出来。从今以后.迷信、偏私、持权和压迫，必将为永恒的真理， 
为永恒的正义，为基于自然的平等和不可剥夺的人权所排挤，① 
一种思想的出现，尽管它的最深刻的根源是在经济基础中，都必须 
以当时现存的思想资料为出发点 6 资本主义社会的发展需要科学。 
前此，科学一直是教会的婢女，现在科学反叛了。资产阶级在反对 
教会的斗争中必然要以科学为武器，所以，它的思想家的学说必然 
深受当时自然科学的影响，特别要受到数学的影响。毕竟，欧几里 
德的《几何原本》是当时理性思维最系统的表现，而它在解释宇宙 
上又取得了如此辉煌的成就。 

笛卡儿 （ Descartes ， Rene , 1 ⑺ 6 — lSSO ，拉 ; f 文作 Renatus des 
Cartes , 所以转为形容词“笛卡儿的”“笛卡儿派”后，英文作 Carte ， 

法文怍 Cartesien ) 是近代哲学的始祖之一。他固然接受了经院 
哲学的许多影响，但是却另起炉灶，努力建立一个新的哲学体系。 
这个体系的建立深受当 时自然 科学的进展的影响。他本人仍是虔 


①见《弓克思恩格斯选集》第二卷，人民出版社，1972 〜57 页； 又^ L 《社会主义 

从空想到科卞的发展》，同 t ^ Ci -406 
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诚的天主教徒，他惧怕教会对他的迫害，因为哥白眨和伽里略的遭 
遇殷鉴未远，但是他的哲学著怍却终于被新教伽尔文派列为禁书。 
笛卡儿首先是哲学家 I 其次是宇宙学家.第三是物理学家，第四是 
生物学家，然后才是数学家.然而，绝大多数人知道他却是闶为他 
建立了解析儿伺。其实，他关于太阳系的形成有一 t 很相近于康 
德、拉普拉斯星云说的漩涡说，按牛顿《原理》-书英文版编订若寇 
茨 （ Cotes ) 的说法，这是开启了无神论的大门，因为它不需要上帝 
的“第一次推动' 他 已经知 道了力学的第一定律以及动 M 守恒 
一-“宇宙中运动的总量有一定 '他是 一个机械论者，认为人和动 
物都是机器,除了灵魂之外，完全受物理规律的支配。人有灵魂，它 
躲在松果腺里 & 这里表现出笛卡儿的二元论 . 笛卡儿对人类文化 
最大的影响是他的哲学。下面我们介绍一 F 他的名著《方法论》 

^办， 1637)®, 这本书文笔优美流畅，据 i 兑其选 
段至今还是法国青年人的教材，就奸象中国青年人不久以前还都 
要学-些 《论 语: M 孟子》 一样。 

笛卡儿在这本书里讲到他在中学——拉弗莱什 (La Fleck , 这 
是当时欧洲著名的学校)就学时_学过当时许多学问而终感不能满 
足(实际上是指对经院哲学的不满）。例如哲学“教导我们以一神似 
乎在一切事物上都占有真理的而貌来讲话，使我们为学识较浅的 
人所尊重”，“哲学为几百年来最优秀的心智所培育，然而无一事不 
在争论中，所以无 - 1事不可疑。……考虑到任一件事均有神种歧 
见，各有饱学者的支持，但歧见之中： R 可能有一为真，且我尚以为 
凡为或然者也都近乎为伪' 关于神学，我极为尊崇神学，且与任 
何人相同，热望得入天国，但我确知，天国之路即使对于最无知者 


①此书有彭基甩中 译本: f 方法论》，收人商务印书馆**万有文库”中（1933)。将近 
60年前的译文对今天的读者可能不太习惯了 „下面淬文是作者据 E . S . Hai - 
dgne , G ， R - T，Roes 英 译本 ； TV Phxlosofhtcal of D^ncttrifs * Cambridge 

Press , UW 1) 试拟 ，有不当之处尚希教 lE 。 
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也如对于最硕学者同样无阻，天国启示的真理为吾人的智慧所难 
以企及.故以我的理性之无能，岂敢妄图临于其上；我又念及，如欲 
验证它们&有所成，必须有来自上苍的非常的助力而非凡人之所 
能，关于逻辑:“三段论法和其它学说的大部分更适于向他人说明 
本人所巳知的事物，而不适于学习新事物。逻辑虽然含有许多极真 
极好之概念，也混杂了许多有害浮浅之成分，欲将二者分离，其难 
不亚于自石中取出狄安娜 ( Diana , 罗马神话中的月亮女神）与米涅 
娃 ( Minerva , 罗马神话中的学问女神）' 但是对数学则不一样/‘我 
最爱好数学，以其证明之确定无疑及其推理之明显'因此，笛卡儿 
认为数学(其实是指欧几里德的几何），乃是追求真理的最好方法。 
他认为应诙从-些基本原则开始，然后.循着“推理的长链.尽管简 
单而且容易，几何学家却由以完成最困难的证明。这使我念及，人 
所认知的一切事物其相互关系亦复如此:敌若能戒绝以伪为真，且 
能遵循由一事演绎至它事所必须的次序，则能无远弗届而无隐不 
发矣，这种方法论又是《几何原本》的翻版。 

那么，思想的出发点应力“ 淸晰而 判然” (Aar and distinct) 即 
最确实无疑的事实。怎样得到这种最无疑的事实呢？这就用得上 
著名的“笛卡儿式怀疑' 例如，感觉是可疑的，有错觉，有梦境.是 
庄周梦为蝴蝶抑或是蝴蝶梦为庄周？即使做算术或几何，简 单至于 
数一正方形之边数，焉知上帝不会使我出错?或许我不应怀疑公正 
的上帝会故意与我为难，又安知没有小鬼恶怍剧，即所谓“鬼使神 
差”？故这一切均为可疑的，而唯-不可疑的事实是.怀疑的主体， 
即思维着的我，其存在是不町疑的。“怀疑”本身不可疑，故“怀疑” 
的主体必存在也不可疑（其实，思维何必有主体?这是罗素在 《西方 
哲学史》巾提出的问题，见该书 F 册91贞 h 因此.笛卡 儿说： “当我 
愿以一切均为伪时，则正在思维的‘我> 是绝不可少的；我由此得我 

4 

思故我在（拉丁 文 icogitii ergu s 潤；英文 J thmk therefore I am ^ 法文： 
々 pense ,donc Jp mu 送个论点通称笛卡儿的 co^ito 我思）这一 

真理十分牟靠确实，即最汪妄的怀疑论老也不能撼,故我断定可以 
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毫不犹豫以此作为我所探求的最初的原理， 

这当然就是“公理”。类似于此的原理，笛卡儿还举出：（1)现象 
必有因 〆 2) 果不能大 于因； （3) 完美、空间、时间、运动等概念都是 
先天的，与生俱来的。确实，笛卡儿认为数学公理的来源是人的“良 
知”（英文 ： good sfinse , 法文 ： k bon 咖 se ) 而不是经验，而良 知是匕 

帝赋子我们的. 

笛卡儿打算用这个“方法”研究各种具体的科学，从物理学直 
到解剖学，当然没有什么成功但是,他把自己的“方法”用到数学 
上时却得到极大的成功，建立 T 解析几何。确实，笛卡儿的哲学 B 
遂渐成为一个思想史上的遗迹，而他的解析几何却在将来的年月 
中仍将是中学生必须学习的东西。所以下面我们稍花一些时间谈 
一下他的“方法"和解析几何的关系 一 附带说一句，解析儿何原 
来就发表在《方法论》一书的一个附录中。 

古希腊人基本上只 H 论圆和 直线。 阿波罗尼乌斯 ( Apolkmim . 
约262 90 B . C . )虽然写过《圓锥曲线》…书_可是用综合几何的 
方法来证明关于圆锥曲线的定理，每一个定理均需相当的技巧.所 
以一直没有系统的理论到了 17世纪，特别是因为刻卜勒发现 
行星轨道是椭圆，圆锥曲线乃至一般的曲线（当时 - fc 要还是代数曲 
线)的研究就是迫切的问题而吸引了那时许多大数学家。（其实讲 
到解析几何的发明者.当然述当该提到费尔马 （ Ferni a t T Pierre 
de , 1601665)。大家当然都知道费尔 4 r 大定理，但他在微积分学 
的建立、光学的研究、数论的建立 i ： 均有殊勋，也应该列为那时的 
科学巨人之列。似乎关于他的故事完全可以写 本 传奇，但其实他 
的一生很平淡。）可是欧几里德《几何原本》每个定理都有特殊的证 
明技巧，没有一般的方法，以致现在的中学生仍有“几何，几何，挤 


① 吋惜的是，现在学数学的年青人都几乎完全不知道豳锥曲残 许多美 丽的性质 
町以用综台几何处理，竟然连中学教师也不知道 3 请#看王联芳译的-本名 
著：希 尔伯特 、康 福森著 C 直现儿何 L 人民教育出版社， 
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破 r 脑壳”之叹 a 这是笛卡儿不满意的，因为他希望有一种普遍的 
方法，再看代数，他认为其中“含有某些规则与公式，但结果只构成 
一混乱难明之艺术，使人为之困窘而不能启发心智 D ” 换言之，几何 
是一种艺术，但无一定成规，代数则有成规而无艺术 & 所以笛卡儿 
决定“必须发现某一方法能尽含三者之长而无 其短' 三者是什么？ 
即逻辑、几何和解析——笛卡儿还明说是“古人之解析”与“今人之 
代数”。所以笛卡儿的解析几何中“解析”二字并非我们今天所理解 
的解析或分析，如微枳分，而是“古人的解析”，即由一个命题反推 
到更原姶的更 简申的 命题，首到最简单可证明的命题为止•然后再 
返回到原来求证的命题。正如解代数方程总是把原方程化为更简 
单的同解方程，一直到能解为止。这样，笛卡儿的解析几何确实是 
他为自 d 的“方法”所提出的四条规则之产物。这四条规则用我们 
的语言简 述即： 

1 .仅承认清晰判然而毫无疑何者为真。 

2.将困难化为许多小步以便逐步解决。 


3 i 由最简单最易懂者开始循一定次序前进。 

4.列举一切可能情况时应力求完备，作一切考査时应力求一 
般时不致于有遗漏 U 方法论》第二章）。 

那么最简单的是 什么？ 是直线 & 怎样把曲线化解为直线并且 
一步步进行呢？从图上可以看到，只需研究沿曲线运 动时/ 点在 

平行于 F 轴的直线上的位置即 
作之长即可.但是~的大小 y 
NOQ 之长短 r 是有关的，这样就 
可以得到 ^与！/之 间的一个关系 
式例如相应于直线 
有 y = b 十相应于圆有/十 〆 = 
等等。解析几何就这样诞生 

围8 了 。 

笛卡儿的这一创造意义极为 
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巨大。 有平面解析几何，有立体解析几何，当然还可以考虑更多的 
变量，这样，人就突玻了他的直接感性经聆的束缚，可以达到高维 
空间。没有四维空间会有相对论吗？会有今天的物理学吗？极而 
言人，会有今天的人类社会吗？我们将在下一章详细讨论这个问 
题， 

我们可以很肯定地说，笛卡儿的哲学是几何学的哲学。 

17、18世纪的哲学家有许多都深受数学的 影响。 我们仅限于 
比较详细地讨论笛卡儿，对其它哲学家就只能提一下了。 

在欧洲大陆，所谓唯理派，继笛卡儿后有伟大的荷兰哲学家斯 
宾诺莎 ( Spinosa，Bamch de , 1632—— 1 G 77 ) ，也是深受数学影响的。 
他的主要著作之一《伦理学》，全名应为《按几何次序证明的伦理 
学}(舰 &， Demonstrated in Geometrical ， 出版于斯宾诺莎死后 ） 》 

由此即可看到几何学的影响。这本书全都是模仿欧几里德的体例， 
有定义，有公理和定理。当然很难设想伦理学的“定理”是可以“证 
明”的，但主张一切事物均可证明确是他的理讼的精髓。然后应该 
讲到莱布尼兹 ( Lejtmiiz，GottfrietJ Wilhelm Von ,1616 - 1716) -这 

是一位少见的博学的大学问家，可惜在为人品德方面不免令人略 
有微同。他和牛顿彼此独立地“发明”了微积分，而且为著作的优先 
权问题和牛顿发生了争吵，而且把英国和大陆的许多数学家都牵 
涉进去了。我们不来讨论莱布尼兹的哲学，只看一下他的一个宏大 
的计划，既然数学方法已经取得如此令人嘱目的成就，为什么不仿 
照数学的先例创造一种普遍的符号和语言，以及一种普遍的计算 
方法以解决人间的一切问题呢？莱布尼兹认力，人世间种种纷扰， 
其实来源于对于所争论的问题没有共同的清楚概念。如果把人的 
思想分成一个个单独的成分，并且各自给以一个符号，则通过对这 
些符号按一定规则 万能算学 ( character 〗 stjca universalis ) 进 

行运算.则自然会得出一致的结论，而一切争论即可完全解決。他 
说:“ 有了这种东西，我们对形而上学和道德问题就能够几乎象在 
几何学和数学分析中一样进行推论'万一发生争执/‘正好象两个 


i 
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会计员之间无须乎有辩论，两个哲学家也不需要辩论。因为他们只 
要童起石笔，在石板前坐下来，彼此说一声（假 如愿意 ，有朋友作 
证） ：我们 来算算，也就行了 ，当然 这个汁划在当时是流产了 ，然而 
在19世纪终于又得到复活，可惜那时人们并不知道莱布尼兹早就 
打了这种思想，这就是后来的数理逻辑。下一章里我们还会讲到 
它。 

找 a 现在再转到英国。恩松斯在《社会上义从空想到科学的发 
展》 英文版导言①说： “ R 世纪以来，全部现代唯物主义的发祥 
地正跫英国”(3 82 页）。 英国唯物主义的真正始祖是培根 （ Bacon , 
^ ancis ,!561 — “ 1肋 6) ，他是近代归纳法的创始人。据说“知识就 
是力量 ” (Scienth est potentia ) 是他的名言，尽管以前也可能有人说 
过这祥的话 g 他的主张的重点在于借助科学的发现与发明甸以制 
- 驭自然界。他在《新工具 K 如⑽ m 时糾⑽ n , lWO 指理性的新工具）一 
书中说“科学的真正的合理的目标是给人的生活以新的发明和财 
富”。他重归纳，认为知识的来源是从收集事实和实验开始，将所得 
的材料分析排比以得出一被结论因此他不赞成纯粹数学 fffi 只看 
重应用数学，认为“不可能由论证所建立的公理就可发现新的工 
作，因为自然界比之人的论证不知微妙多少倍总之，培根不太看 
重数学。然而接下来的重要的唯物主义哲学家霍布斯 ( Hobbes , 
Thomas 1588——1 679) 却是非常数学 化的。 他在巴黎学过《几何 
原本》，深受启发，从而有意由此构想自己的哲学体系。相传他先读 
到毕达哥拉斯定理，而且惊呼:“上帝，这是不可能的!”然后他再细 
读其证明并追溯到定义和公理，这祥完全说服了自己。②他认为几 
何学是迄今唯一的科学，应该从定义出发，而且定义中应该避免自 


①《马克思恩格斯文集 S 第三卷，人民出版 社，〗 972,379 —川 3 页，下面要引用几 
段文字和该书的注释也都见予此. 

③ 见罗素 ，‘无 用的’知识'载于《真与爱 一一 罗素散文集：^上海三联书店, 
J 988 ，f 73 页。 
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相矛盾的概念，霍布斯在他的名著《利维坦》 1 G 5]. 利维 
坦是圣经中的巨兽，霍布斯用它来形容国家.认为国家是按社会契 
约所成的威力巨大的巨兽，霍布斯的国家学说有明显的反民4:倾 
向）中指出•在我们以外唯有运动着的物质，它以机械运动的形式 
压迫我们的感官，由此产生人感觉_这是一切知识的根源 a 感觉和 
物质一样有惯性，它的残存物就是印象。思想就是一串印象纽成 
的。物体及其性质在人脑中的印象赋之以名，思想就是把这些名连 
成论断，并寻求其间的关系。在这个过程中人脑发现的有规则的东 
西就是知识。人脑的数学活动就是分离出 、柚 象出那些一下子看不 
出的关系 & 所以人脑的数学活动产生关于物理世界的真正的知识。 
现实只有以数学的形式 t 能被认知。霍布斯的这些主张甚至吓退 
了不少数学家，更不必说那些认为人脑不止是一团机械作用的物 
质的哲学家了。所以恩格斯在上述导言中说:“唯物上义在以后的 
发展屮变得片面了。霍布斯把培根的唯物土义系统化了。以感觉 
为基础的知识，失去了它的诗的绚丽色彩，它变成了数学家的柚象 
的经验（德译本作，它变成了几何学家的抽象的经验”，又加上了 
一句 ：“物 理运动成为机械运动或数学运动的牺牲品;儿何学被 
宣布为科学的女王。唯物主义开始憎恨起人类来了”(《导言》383 
页），霍布斯把培根的学术系统化了，但是他没有论证培根关于人 
类的全部知识起源于感性世界的基本原则洛克 （Locke 

1632 - 1704 ) 在他的《人类悟性论》（如 Concerning Human J n~ 

卩， 1690) 中提供了这种论证”(《导言》 384 页）^洛克和霍布 
斯相同之处在于承认观念是外界的物怍用子人脑而生成的，人脑 
是一个“白板” ( tabulamsa )， 没有天陚观念。-定要与外界接触才有 
观念.正如白板上要写了字才有痕迹。虽然人脑不能创造出简单的 
观念，却可以把它们组成复杂的观念此外>人的心智所汄识的并 
非现实本身而只是有关现实的观念。知识就是这些观念的联结。与 
现实相符的知识就是真理.证明就可以把观念联结起来从而给出 
真理。就所得结果的确定性而言.数学证明最为完全 ，因此 洛克最 
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看重数学知识，认为它最清楚可靠 & 洛 克偏爱数学甚至走到拒绝直 
接的物理知识的程度。例如洛克认为许多物理知识(例如吸引力和 
排斥力）实际上并不清楚4各克的哲学其实是那时牛顿的科学的反 
映。 

现在我们离开对哲学家的介绍而来看一下他们对当时社会生 
活的影响。恩格斯在 _ b 面引用的《导言》中指出资产阶级反对封建 
制度的忟期斗争中有三次大的 决战: 第一次是路德 ( Luther , Mar ¬ 
tin , 1483——1546)、伽尔文 （ Calvin ， Jean , 丨 509—- 1564) 的宗教 
改革。第二次是在英国发生的，结果把国王査理一 lU ^ Ch^les I , 
1600—— 1 H 9) 送上了断头台。第三次则是1789年爆发的法国大 
革命。这一次，资产阶级完全抛开了宗教外农,进行政治上的决战， 
直到贵族被消灭面资产阶级取得了完全的胜利。这当然反映了资 
产阶级的壮大和成熟。恩格斯说:“这时候，唯物主义从英国传到 f 
法国.……在法国，唯物主义最初也完全是贵族的学说 & 但是不久， 
它的革命性就呈现出来 T 。 法国的唯物主义者没有把他们的枇评 
局限于宗教信仰问题;他们把批评扩大到他们所遇到的每一个科 
学传统和政治 设施; 而为了证明他们的学说可以普遍应用，他们选 
择 r 最简便的道路：在他们因以得名的巨著 《百科 全书》中，他们大 
胆地把这一学说应用于所有的知识对象。这样，唯物主义就以其两 
种形式中的这种或那种形式——公开的唯物主义或自然神论 
成了法国一切有教养的青年的信条。它的影响如此巨大，以致在大 
革命爆发时，这个由英国保皇党孕育出来的学说，竟给法国共和党 
人和恐怖主义者一面理论旗帜，并且为《人权宣言》提供了底本， 
«导言》，394〜395页） 

这些唯物主义者确实想建立关于人的本性的科学&关千自然 
的科学证明了自然界遵从一些法则，是合理的，是可预测的。人既 


①自然神论是一神宗教哲学学说，认力神是非人格的、有琿性的世界始丙，但是 
神不〒了预3然埂象和社会 生活。 
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然是大自然的一部分，人类社会也应该服从一种理性的法则，经济 
生活应诙是由经济中的某些力决定的，和行星之间有引力--样。人 
间之所以有罪恶、有压迫、有不平等,全是因为人不能按这些法则 
办事。如果有人能找到这些法则而人类又乐意服从它，则人类就会 
摆脱黑暗的统治，进人光明的王国。可是怎样去找到这些法则呢？ 
对于社会是不可能做实验的.好了，我们还有数学、数学的方法，更 
准确说是欧几里德的方法，是从公理开始演绎地得出种种结论。从 
霍布斯到洛克既然如此尊崇几何学，难怪他们都是首先找出人类 
社会或人性的“公理，”并由此找到建立光明的王国的方案 & 

其实，这些“公理”都是反映当时的社会需要。它们都肯定人生 
而平等;人性总是趋吉 避凶； 人总是按照自己的利益来行动的。最 
后一条公理最为重要，它几乎被看成和万有引力定律一样放诸四 
海而皆准0正因为这些公理反映了当时社会发展的需要——即资 
产阶级取得统治的需要，所以英国唯物主义在当时阶级斗争最尖 
锐的法国得到了超乎在其本国的热烈欢迎 D 洛克在法围得到的欢 
迎远胜于其在丰国的地位。这部分地是由百科全书派思想家伏尔 
泰 （Voltaire Francois — Marie , 丨 694…1 778) 、狄德罗 （ Diderot, Denis ， 

1713 〜 1784) 带来的.洛克从他的哲学认识论幵始去探求政府存在 
的理性的根据。既然人的心灵只是一块“白板”，他的性格与知识来 
自经验，来自环境，“近朱者赤，近墨者黑”，人处 丁…种 “自然状态” 
之中，用洛克的话来诽 :“众 人遵循理性一起生活，在人世间无有共 
同的长上秉威权在他们之间裁决，这真正是自然状态 ，这 时人人 
都有自由而互不侵犯，而为了维护这种状态，人结成“社会契约” 
(卢梭， Rousseau ， Jean Jacquse ,1712 一 〗 778 ， 生于洛克死后，他的 
《杜会 契约》 出版于17犯，更远在洛克之后了），给政府以惩治违反 
契约、破坏自然状态的人的权力 . 其实，政治的主要任务也如洛克 
所说:“人类结成国家，把自己腎_于政治之下，其伟大的主要目的是 
保全他们的财产。”“最高权力若不经本人同意，不得从任何人取走 
其财产的任何部分，甚至军官可以处上兵死刑却不得拿走他的钱 
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财。 政府应该按人民的公益办事，如果不这样做，就应该被推 翻。这 
听起来是很民主的，但是应该牢记，洛克汄为妇女和穷人是没有公 
民权利的 1 ^ 

洛克的政治哲学最好不过地体现在 H 世纪一篇极著名的“数 
学”政治文件中，即美国的《独立宣言》 。 其实,《独立宣言》中引用了 
不少格克的话。我们从《宣言 S 其中引述几段，看一看数学方法的影 
响:“吾人认为字寧亭 ㈣ ，即 人生而平等，造物主陚人以某 
些不可剥夺的命淪，.如•生’命 _、 i S 以及寻求幸福。为保障这些权利， 
人建立政府，其公正的权力来自被统治者之同意。若任何形式之政 
府有违于此目的，则人民有权将之更换或废除，并组成新政府，其 
基础即上述之原理，使能最好地达到人民的安全与福扯/，(着重点 
是作者加的）。注意:这完全是公理(即上述自明的真理)化的说法^ 
有了公理以后再继之以某些事实_指出英国殖民政府实有背于这 
些公理，因而北美十三州人民有权起来推翻之，并成立美利坚合众 
国。《宣言》的主要作者之一杰弗逊 （ Jefferson ， Thomas ,1743 — 
I 826 ,美国的第三任总统），也是当时主要思想家之一，本人就是很 
喜欢欧 几里德几何的 9 这样 ，我们看到，美国的独立 战争和法国大 
革命都是打着理性主义的旗帜进行的，而这 种理性 主义是非常几 
何化的。 


我们就不再来谈当时资产阶级的经济学说、伦理学说等等也 
都具有这种几何化的理性主义的特点了 D 

可是，历史的发展完全不是遵循理性王国所指出的道路的。其 
评由霍布斯就说 过:如 杲三角形内角和为二直角这个定理违反了 
人的利益，人就会烧光一切几何书。我们先引述两位绝非马克思主 
义者的人的说法，一位是 M •克莱 因：《西方文化中的数学 
matics in M >. 咖 r?i Oxford llniv Press ， 丨 953_ 下面的引文见第二 


①以卜用洛克的话，都转引自罗岽 r 西方哲学史》下册，第 卄四章 ：洛克 的政治 
哲学 .1 扑〜174页。 
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十一 章:关 于人的本性的科学， 33 0页）： “自然权利的学说到 I 9 世 
纪就巳状况不佳6许多革命的领袖，其中著名的有哈密尔顿 
( Hamilton , Alexander ^ 1755〜1，美国早期政治宗），宏迪逊 
( Madison , James ， ] 75〗 〜1836,美国第四任总统），亚当斯 
( Adams , John , m 〜] S 2 &， 美国第二任总统）更着力于保障私有 
财产而不是群众的权利。更有许多特別的辩护者或者把自然权利 
说成是上升的商人阶级的利益，他们要求有嗛钱不受政府 T 〜® 的 
自由•或者把自然权利 限制亍 自由人.而使奴隶制有根据。在英国. 
劳动者受教育的自然权利被否定 r , 因为受 T 教育会使他们对自 
己的命运不满，使他们行为乖张，又会读煽动性的小册子1坏书和 
反基督的印刷品。此外，自然权利学说既然燃起了法国大革命，则 
其后的坏事如恐怖统治（指罗伯斯庇尔等的恐怖），拿破仑的专权 
独裁也应归罪于它。”再看一下罗素在《西方哲学史 K 下册，174 
页)中 的话: “洛克的政沿哲学在工业革命前大体上一直适当合用。 
从那个时代以来，它越来越无法处理各种重大问题。庞大的公司所 
体现的资产权力涨大得超乎洛克的任何想象之外。国家的各种必 
要职权——例如在教育方面的职权——大大增强.国家主义造成 
了经济权力和政治权力联盟，有时两者融为一体，使战争成为主要 
的竞争手段这些话都是20世纪中叶说的.克莱因认为英国哲学 
家边沁 （ Bemham , Jeremy , I 7 衫〜 1 S 3 2 ) 的功利主义能补洛克之不 
足.罗素则认为国与国之间的“社会契约”能解琚当代的问题。其 
实，启蒙思想家们用理性的号角招来了妖魔，就如天方夜谭故事中 
说的一样，再想用理性主义把妖魔装回瓶子是不可能 r 。 要解决资 
本主义带来的问题，这些社会学说的力量已是强弩之末势不能穿 
鲁缟，所以应者寥寥有些凄凉了。倒不如听一下恩格斯在一百多年 
前 (1882) 的《社会主义从空想到科学的发展》(前引文407页）中是 
怎样说的吧，我们已经看到，为革命做了准备的18世纪的法国哲 
学家们如何求助于理性，把理性当作一切现存事物的唯一的裁判 
者。他们要求建立理性的国家、理性的社会，要求无情地铲除一切 
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和永恒理性相矛盾的东西。我们也已经看到，这个永恒的理性实际 
上不过是正好在那时发展成为资产者的中等市民的理想化的悟性 
而已 D 因此，当法国革命把这个理性的社会和理性的国家实现了的 
时候.新制度就表明，不论它较之旧制度如何合理，却绝不是绝对 
合乎理性的 t 理想的国家破产了，卢梭的社会契约在恐怖时代获得 
了实现，……理性的社会的遭遇也并不更好一些。富有和贫穷的对 
立……更加尖锐 化了； 现在已经实现的脱离封建桎梏的‘财产自 
由’，对小资产者和小农说来……就变成了字 f 财产的自由（着重 
点是原有的）；……革命的箴言‘博爰’在苋诡计和嫉妒中获得 
了实现。……总之，和启蒙学者的华美约言比起来，由‘理性的胜 
利’建立起来的社会制度和政治制度竟是-幅今人极度失望的讽 
刺画。”在19世纪初，指明这种失望的人出现了，这就是社会主义 
者。 

18世纪的这些思想家显然是太数学化了。他们想找出政治科 
学或经济科学的“公理”。可是他们没有认真地研究过现实的社会 
并由此检验自 Li 的“公理”及其推论是否止确.但是不论如何，关于 
人类社会也应该用科学的方法来研究，这一点已经不可怀疑了。应 
诙探讨各个领域的基本原理，并且把有关的知识都合逻辑地组织 
起来，这也是无可怀疑了，这就是当时理性主义的功缋。比之中世 
纪的教权统治，比之黑暗和蒙昧，这总是人类的进步。在这个进步 
的历史长程中，欧几里德式的数学总是起了极大的推动作用。这里 
有一个重要的问题，即数学在社会科学中能起什么作用的问题。社 
会现象与自然现象相比是无比地复杂，因为社会的客观规律是通 
过人的自觉活动来实现的，甚至是通过人的“卑劣的贪欲”来实现 
的。所以社会科学要想成为科学，首先需要透过这无比纷繁的现象 
找到最本质的规律。迄今没有理由说明这一点可以通过数学做到。 
恩格斯在《自然辩证法》中提到过数学在各 I '〗科学中作用不同.例 
如在生物学中等于零。时代的发展当然使这个论断失效了 D 但是 
数学在不同的科学中作用确是不同的^尽管如此，数学方法仍然曰 
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甚一日地“侵入”社会科学的领地，特别是经济 学。数学对亍 经济学 
能起多大作用？至今有不同 看法。 （请读者参看本丛书中史树中著 
《数学与经济 >一书。）数学既然在认识自然中起了如此重大的作 
用，则人们一定会应用它来研究社会生活的。数学的作用是什么? 
还是我们在绪言中说的那句话:“认识宇宙，也认识人类自己'人 
不断地塑造自己 ：人终 于成了更高尚、更丰富也更有力量的入。数 
学有什么“用”？这就是最根本的“用' 


§5希尔伯特的《几何基础》 


欧几里德几何的方法即公理化的方法产生的文化背景和它对 
世界文明的影响已经在上面 彳 论过了。当然，在这过程中它本身也 
一定会进一步发展。现在扼要提一下数学本身的发展对公理化方 
法的要求 D 首先，前已论及，《几何原本》本身就有不少缺点，在这个 
过程中逐步被入发现和改正。更为重要的是，第五公设从一开始就 
是争议的对象，而在19世纪初非欧几何出现时，得到了解决—— 
更准确些说是大为深化。这是下一章的主题。以 h 是几何学内部 
的情况.至于整个数学，微积分虽然起了如前所说那么大的作用， 
其本身的基础是+巩固的，其基本概念有许多是不清晰的。世 
纪起，进入了数学分析的重新奠基的时期.在一切不明确的概念 
中，核心问题是关于无限的问题。这是从希腊时代就困扰着哲学家 
和数学家的问题。19世纪中叶出现了集 合讼。 最困难的是无限集 
合的概念.数学分析的基础在它 a 这时数理逻辑也发展起来了。入 
们有更强有力的手段来处理公理化的许多问题。当然，人们对欧几 
里德几何体系的认识更深刻了，对其方法论的讨论更深入了 J 899 
年出现了希尔伯特 ( Hi 〗 ben ， David , 1862 - 1943) 的名著《几何基 
础》 ( O — /叩⑼以严格的公理化方法重新阐述了欧 
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JL 里德几何学。这部名著的意义远远超出了几何学本身 & 它为数 
学的公理化方向开辟了道路^而公理化，不管人们喜欢它与否，总 
是 19-20 世纪数学最显著的特征之一，而且也恰是影响整个人类 
文化最深刻的特征之一6在介绍这本名著之前，应该声明,我们这 
本小册子以下的部分将要有比较多的技术细节.这是因为在古代， 
数学和哲学的界限时常不甚分明，当时的数学知识也比较简单.所 
以口」以夹叙夹议而不致产生过多的误解 & 现在就不完全一样了，但 
这并不衷示现代数学主要是技术细苷而与人类文化发展总的潮 ® 
互相孤」 X 。恰釕相反，数学与文化的互相交织也更深刻了，有时还 
不太容易理解。 

■ UL 何基础》一间世就不陉时疋.行多种评木。原书也- '冉修 
•到希尔伯特去世时己出？ [1 第七版。他死后，他的学生贝尔纳斯 
( Bernays , PauM 888 — ] 9 邝）又将它修订增补到第十二版。早在 
年，已故数学家傅钟孙教授曾据英译本第一版译之为中文， 
朽名《儿何原 理》； 19 SS 年又出版了江泽涵教授根据第七、八版译 
出的《几何基础》。下文中凡引用此书，均根据科学出版社 19 S 7 年 
请朱鼎勋对江译本根据原书第十二版补订的译本《几何基础>) & 
原书是这样开始的，几何和算术一样，它的逻辑结构只需要 
少数的几条简单的基本原 理做* 础,这些基本原理叫做几何公理， 
建立几何的公理和採求他们之间的联系，是一个历史悠久的 问题， 
关于这个问题的讨论，从欧几里德以来的数学文献中，有过难以计 
数的专著。这个问题实际就是要把我们的空间直观加以逻辑的分 
析。本书中的研究，是重新尝试着来替儿何建立一个亨 f 的，而又 
尽可能简单的公理系统;要根据这个系统推证最重要何定理, 

■ # 導* 

同时还要便我们的推证能明显地表出各类公理的含义和个别公理 
的推论的含义”(导言 ）， 很奇怪，很多引述希尔伯特的人都没有注 
意到希尔伯特讲的“要杷我们的空间直观加以逻辑的分析' 很清 
楚，儿何学的内容来自我们的空间直观，而我们做的只是讨论它的 

一个侧面，即作“逻辑的分析' 这个分析的起点是 
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铝 A 子4一-文化 



“定义设想有三组不同的对 象：第 -组的对象叫做点，用 A 
… 表示； 第二组的对象叫做直线，用〜 Mr , ……表示 I 第三 
组的对象叫做平面，用 ad , V ，……表点也叫做直线几何的元 
素；点和直线叫做平面几何的元素；点、直线和平面叫做空间几何 
的元素或空间的元素， 

设想点、直线和平面之间有一定的相互关系 ，用‘ 关联’（在 
……之上、属于）、‘介于 H 在……之间）、 1 合同于 H 全同于，相等） 
等词来表示。下面的公理将给这些关系作出精确而又完整的描 
述。” 

“定义”是 Erkmm 叫一词的译文■有“说明”之意。大家可以看 
到，其中只说了三种对象：点、直线和平面及其间的 H 种关系“关 
联'“介于”/‘合同于' 它们其实没有“定义”.也没有暗示它们与 
我们日常生活中见到的点、线、介于、合同、……有什么关系。只说 
明了要讨论它们，而这些词的精确的描述见于“公理”，即只准许按 
一定的规则（即这些公理和逻辑规则〕来使用这些词。所以施利克 
( Schlick > 把公理说成是“隐定义 ” /-G 

然后是五组公理共20个。因为我们只讨论平面几何，所以只 
介绍一部分。 

I 关联公理8个， t 〜3为平面 公理： 

I 1对于两点」和仏 

恒有一直线 a , 它 同乂和 这 一 o . r , 

两点的每一点相关联。 ^ ° ^ 

在《几何原本》屮， I ，应 m 9 

写怍〃“通过”或“联结”两 

点，这是完全直观的。但现在的“相关联”是完全抽象的*它究竟是 
什么？希尔伯特全然不回答。这不是故弄玄虚，它的好处下面就会 


①爱闲斯 川： "几何学和经验' 此《爱因斯坦文集 J ■第- •卷， 商务印朽馆， 19?( J ， 
137 
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看到 D 

1 2 对 T 两点 a 和 I 至多有一直线，它同』和 e 这两点 
的每一点相关联. 

• 1 3 一直线丄恒至少有两点，全少有三点不在同-直线 

上。 

a 顺序公理首先认识到它的重要性的是帕士 （ Pasch, 
Moritz 18^3—1 903)( 见于其《新几何讲义 » 化邮 uber naucro Ge- 
— 书）。直线上之点有顺序关系是很明白的。例如图 9 
巾的 C “ 介于 ” 丄 /)“ 之间 ” 介于 ” 人 t 之间 ” ，可见 B 必 “ 介于 M 、 
之间 ” 。但是希尔伯特的 Erklarung 中对 “ 介于 …… 之间”没有作 
任何的亘观的说明 • 上述命题就不是 “ 咐览 ” 而是 “ 4 址”(但决非易 
证）。而为了求证就要有 … 组基本的命题。帕十确实找到了它们， 
而 a 确实证明了上述命题。这组公理共四条，它是十分重要的 / 
Erklarung 在一直线上的点有一定的相互关系，称为“介 

于 ” 或 “ 在 …… 之间 ' 

I 若一点 B 在一点 A 和一点之间，则是一直线 
卜 1的不同三点，这时 c 也在之间 。 (M 10) 

h 对于点]和 匕直线 AC 上恒有至少一点 Zf 使 C 在 A.B 
之间 。 （ram 


0 0 & o o o 

J _ B A a B 

iu [ii 11 

h —直线上的任意三点 中罕多 有一点介于其它二点之间。 
注意，至今还没有规运直线上的定向。 

I , n 3对 1 H 寸论平面几何足太贫乏了。帕上十分聪明地给 


X '前面 Xi 十仟意二角形都是等腰二.角形的■'证明”之所以不对，就在于《几何原 
本》中没有顺序公理。 
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出了另1个公理，后来即称为帕士公理。希尔伯特也把它作为一个 
公理： 

I ,(帕十）设 Aji t C 是不在同一直线 L 的三点，设 a 是平 
面 ABC 的一苴线，但不通过山 B ， C 这三点中的任 一 点，若《通过 
线段①仙的一点，则它必定也通过线段〃 1 的_ -点或线段^的1 
点 u 

直观地说是：若 a 进入三角形 , 则它必定也要出去。但要 
注意不能同时通过证如下：设 u 分别交 仙、 Z ? C 和 
干 MM 3' 则 H Y 三点中必有一点(设为介于另二点之 
间 c 考虑和直线乂 = BC ， 由 I o 因士通过 L 」 Y ，故必过抓或 
AA \ 但由与乂乙之夂点 Z ? 在肊夕卜,故必过 AiV 之一点 C 故 
C 在九 A 之间•面 A _ 不能在 4 ，C 之间 （ n 3 )。证毕。 


ff 




皿 合同公理 回忆起中学讲初等几何证明三角形全等（即 
合同）的方法是移动三角形使之重合，从而把运动引入了儿何学。 
前已说过，欧几里德对此是迟疑的。希尔伯特用“合同”的概念来代 
替运动，而什么叫合同则是不加定义的，只指出它是线段之间的一 
种关系 D 合同公理有： 


①希尔伯特原书中对什么叫线段也下 r 定义 （ 孜们为简单起见不加引甲， 
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1 设是直线 a 上两点，，是此直线或另-+直线V上 
一点，而且规定 r f 上4 …侧① ，则在 y t 々之一侧一定可以找 
到另一点及，使汕与 w 及合同4己作 AB^A IV 0 

要注意 ，希尔伯恃并不区别和以上式也可写为似 
= A f B f .或 R 4 三 . AB^W A 等。还要注意 ，以是 否为唯一的待 


^ 2 若两线段 I V 与均与 AB 合同，则 W =- A v B \ 
这就是等 M 相等公理（欧几里德公理 IK 
由于“合同”现在只是一个名词而被剥去了一切直观的内容， 
所以许多看来 t 然的事实都有 待于证 明了.例如即合同 
关系的“自反性”之证明如下： 

任取一点1 3 ，平面上至少有二点），过 C 作直线例如作 
f , I 0。由，可以在"上找到一点 ZM 电 4 J ?^ r 7) u 将此式苒写一 
次: 用第一式中的为 Ih 中的 W 片，第二个仙为 IIU 
中的 A n B \ CD 则作为仙，由 DU 有此三仙。 

没有受过训练的人当然会感到这个 " 证明”既无必要又莫明其 
妙。但是人的思维就应该这样地“中 规矩' 归根结蒂，人不能整天 
赋诗作“文\ “花非花_雾非雾”，闩居易的诗句读起来是有杲种朦 
胧美的，办起事来可不能这样^花就是花，雾就是雾。合乎逻辑的 
思维是文化素质的不可少的部分.“何必‘逻辑，得这般出奇？”在认 
识宇宙的过程中，深入到一定程度就必须如此，此其一;有一部分 
人能如地这般合逻辑地思维，才能使整个人类逻辑思维的水平 
迖到-定的程度，此其「％ 

再证合同关系的对称性：若,则 三 AB - 
证由于 A R = A f B f (自反性 R (假设），故由 
A f B f = AB , - 


_: v 职书至此 e 定义了什么恳直线上一点之两侧，什么是 t : 射线，什么是 f - 卤 l -. 
u —直线之两 侧等等 = 
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还有传递性：若仙 W 扠3/41,则 AB = XB \ 

证由对称性， A ^ B n ^ A f B f , 再由假设 AB^A B 1 , 故由1 2 , 
A n v = AB . 最后由对称性即有 AB =^ A r B \ 

有了合同关系，即可定义运动。不过要注意/‘ 运动” ，现在也和 
介同一样是没有直观内容的“名词'我们定义，苦，则说 
存在一个运动将 耶变为 自反性于是就成为:有一运动变 
为其自身，这个运动称为恒等运动。对称性成为：若有-运动变 
为 W W ，则也有一运动（称为上述运动的逆运动）变， P 为 
AD . 传递性现在就是.若有一运动变/^为， ZT ，另一运动变I 
B 1 % /TK ， 则必有--运动（称为这两个运动之积)变为 wzr。 用 
数学的行话来 讲:运 动成群 1 

5 W 设有线段仙与此同在《上且无公共点，另两线段 
AW 与 W C f 同在 ci 上，且亦无公共点。 若抓三 /lW , 

则 AC ^ A 1 C f , 

这就是《几何原本》中的等量相加定理。 

下面进一步讨论角的合同。这里就先要定义什么是角，什么是 
角的内域、外域 ， 什么是补角等等。然后乂声明角之间也有“合同” 
的关系.而丘有下面的公理 

I 设给定了一平面 a 上的以从同一点0发出 
的半射线 A 和 A 为边的角），一平面 V 上的一条直线 V 和在 V h 
^的一侧。设 V 是^上的 ，从一 点⑺起始的一条射线,则平面 Y 
上恰有一条射线^ (也从 W 起始），使/ ) 合同或 
相等，而且使 za'v )的内部在^的这绐定了的一侧；用 记号表 
示，即 ) ■每…个角和它自己合同，即二 

注意 IN 和 I :一 K 3 不同.它把合同关系的自反性列入公理之 
中， m 对称性与传递性待证。同样，它把合同角的唯 性也 列入公 
理之中，而 I 」中与 4 a 合同的，汉之唯…性则是待证的。 
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I, 若二:角形① AADC ^ AA f B> C ( 有下列 合同式 AH= 
A f B 1 ? AC=A* C T ^HAC=^E A s C< , 则也恒有合同式 Z 狀 
" r r . 

实际上，交换记号也可知 zz ⑶二但 n 5 还不是二 
角形合同的& k 定理，因为 ^ c = b > r 待证。 

合同公理是一组十分重要的公理。由它可以定义亩:角即与自 
己的补角相合同的角，也可定义垂线。然后叮证等腰三角形底角相 
等，三角形的合同定理 a . yuap . ■?. & 对顶龟合同，直角存 
在，凡直角均合同，作垂线的可能性等等。一个特别重要的定理是 
外角定理在 5角形中一个外角，大于其任一不相邻的内角。 
如果我们知道二角形三内角和为1仙°，则此定理是明显的 □ 
何是我们马上会看到正是不能用这个事实，因为它是平行公理的 
等价命题,而外角定理即令没有 T 行公理也是对的。证 如下： 




图 H S 15 

先证 Zd 穿/用反证法。见图14，设/0灿三/：此沒，取 
AD = BC , KU 比较 由 于还有公共边此三尤，故-二者 
合同 f 而 /^ ateZt ^， 但后者是的邻补角，由干二 


(1； 原书巾先定义了折线段为一组线段 AB ,^ C , CD …… f KL ^ AJi t C , D , …… K r 
乙均在同 _ f _ 面±,且 t 即心则这个析线段叫做多边形。由”个线段构成的 
.多边 形叫™ 边形。此处上/以后均设二角形的三顶点不在 N - 直线上。 
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幺也$，所以/^^合同]/也1 的邻补角，而 /■> 在直线 此 上。但 
这是不可能的，否则^与有二交点 " 和1 也 

不可能，否则以尤为一边作 Z 也见 ^/ J ： AD , CB f 应在 " 内。 
对而言，外角 z ^ vu ? 合同于内角 zMc / r ，这是不可能的.用 
对顶角可证 

这里用到了角的大小，而这个概念——以及线段的大小一 
都是基于合同概念的 U 

由这个定理又可得到许多重要定理 ，例 如三角形的大边对大 
角，又如二角形合同定理 im (要注意，同样我扪不准许使用三 
角形三内角之和为180°的定理）。 

至此可能以为欧几里德几何的一切定理都可证明了（当然还 
要加上平行公理）。不然，这里还缺少另一组极重要的连续性公理 
V ，共二条： 

V !(阿基米德公理）若 AB 与 CD 是两线段，则必存在自然 
数心使得沿由/到 B 的射线上 ， S Z 怍《条首尾相接的与 ™ 合 
同的线段，得灿 = nCD ， 则 b 必介 r 山 a ' 之间。 

V 2 (直线的完备性）一直线上的点集连同其顺序关系和合 
同关系不4能再这样地扩允，使得这直线 Jt 原来元素之间所具有 
的关系、从公瑰 I K 所推出的直线顺序与合同的基本性质以及 
公理 L 都仍旧保持。 

这两个公理是希尔伯特的公理系统屮最细致入微的。尤其是 
后一个.它所说的是直线上再不可能 
添加新的“点”而仍保持原有的公理系 广、 

统。也就是说，直线上没有“空 / \、、 

隙'这是非常重要的。因为解析几一~ — ~~ 

何的一个根本前提就是 ：直线 1：的 V 2 

点必须与实数（即其坐标）一一对应。 

毕达哥拉斯的发现/ I 即是说直线 
上还有点（单位边长的正方形对角线 图^ 
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0/1 之端点 W 是没有数（毕达哥拉斯只承认自然数与分数即 4 ‘比 
数”为数> 与之对应的，必须要创造“非比数”， T 这杆的 新数才 
行。也就是说，有理数系还是有空隙的，还要添加上无理数才行。但 
是如果加上 / y 或许还有〜……这样做能不能保证就不再 
有空隙 r 呢？不行，需要一种有系统的、一劳永逸的方法来建立无 
理数理论9这个问题直到上世纪中叶(毕达哥拉斯死后两千多年 
了）才由戴德金 （ Dedekind , Richard , 18 31 — 19 ] 6 ) 、 康托 （Can tor ， 

Georg , 1845 — 1918) 建立了有系统的无理数理论后才得解决，这 
样得出的实数系是完备的，也就是没有“空隙”的。戴德金和康托建 
立的完备的实数系是以直线作为完备性的模型的，所以在有关直 
线的公理中必须有一个说明直线完备性的公理，此即公理 V ^有 
了 V 2 ，就可以证明： 

完备定理儿何儿素（点、直线、平而)形成一个集合，在保持 
公理 I , I，，V 1的条件下不可能再用新的几何元素加以扩充。 

也就是说，空间无“空隙' 这样回忆§ 2 关干欧几里德《儿何 
原本》中命题]的证明，可知 V :之重要性。 

我们不再讨论 V ,，只说明 V 2并非 V ,的推论。而且，在 V :的 
陈述中提到 V ^ 这是不可少的。若将 V 2的陈述改为“只要求保持 
公理 I 〜 I 面不要求保持 V ! .就会产生矛盾。 

最后讲一 F 希尔伯特的平行公理： 

IV (平行公理）设《是平面。上的一直线,4是0上《外- 
点，则在。上 n 有〒多一条直线通过 X 且不与 a 相交^ 

这条直线就定义为通过 
/ 4的 a 之平行线。 

要注意，希尔伯特的平行 
公理 IV 的陈述与欧几里德的 

-- 第芄公设不 M ,但是可以证明 

a 二者等价。 

m 17 前面巳说过由公理 1 〜 
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® 可以证明许多電要的几何定理。怛以下定理的证明却少不了平 
行公理 IV 。 

h 三角形的三内角和为 180 a 

2.可以定义几何图形的面积，特别是证明矩形面积为底乘高。 

口]■以讨论圆的许多性质，例如可以做出三角形的外接圆。 

t 可以建立相似形的理论。 

S . 可以证明毕达哥拉斯定理，由此还可以建立 平而二 角学， 

S . 证明 7 T 的存在 。 J 

由此可以想见，没有平行公理的几何学将与我们熟知的几何 
学 K 别多大，我们将要讨论的非欧几何学就建筑在将平行公理加 
以改变的基础上，这将是一种多么奇怪的几何学。还要指出，希尔 
伯特的公理 iv 说的是“至多一条”平行线，而没有说“唯 一一 条”。 
“至多一条”也可以意味着一条也没有。但是可以由其它公理证明 
不存在这一情况，见 86 页定理 1 的推论 2。 说明这一点很重要，因 
为有一沖几何学(椭圆几何学），其中过《外一点4根本不能作出0 
的乎行线，可以想见，椭圆几何中，公理 I 一 E 和 V 中一定有某几 
个不成例如，如果定义球面上的大圆为直线，则任意两条直线 
都一定相交.在球面几何中 ：直线 上三点必只有一点位于 
另二点之间就不成立。请问图中的山谁位于谁之间？这种 
球面几何就是一种椭圆几何。但它在物理上是极为重要的， 

与希尔伯特相比，欧几里德的公理系统自然过于粗疏。罗素说 
过 ，把 欧几里德的著作评价为逻辑杰怍. 

这是过于夸大了，二者的区别在于，欧儿 
里德的公理充满了直观经验的内容，而希 
尔伯特的公理系统中所说是“点、直线、平 
面”以及“关联、介于、合同”，全都是设有内 
容的符号和词 a 公理则是含有这些词的无 
内容的约定 . 这样我们得到的是一个包含 
有某些公理的彤式系统 & 在这个系统中运 
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用这些无内容的词进行推理，唯-需要遵循的是一些明确规定的 
逻辑规则以及这些公理。这种观点是数学棊础的形式主义观点，可 
是务清注意，“形式主义”在这里没有任何一点贬意。希依伯特甚至 
说过一段著名的话 i “数学就是用一些无意义的符号按一些简单规 
则在纸上玩的游戏，务请不要急于去“批判”这，“批判”那，如果你 
不想大出洋相的话。 （ K 一章还要引用罗素一段“臭名昭著”的“谬 
论' 先打一个招呼，“批判”务请慎重!）作者见到过希尔伯特一位 
亲密的弟子 汉斯* 勒维 (Hans Lewy ), 并问过他,希尔伯特是不 
是真如“形式主义”一词那样地只重视逻辑推理的形式或形式的逻 
辑推理?他大为吃惊地 反问： “你为什么这样想?’’并且说，恰好完全 
相反，他是一 个思想 极活泼、极富 f 物理直观的人。事实上，在讨论 
几何问题时我们总是自觉或不自觉地依赖直观经验的。希尔伯特 
的 《几何 基础》一书有许多几何图形即一明证 。那么 ，直观是不能从 
认识论中被永远放逐出去的9但是我们确实想把这种得自日常生 
活的直观经验尽 M “压缩”，不但是想看一看理性的逻辑思维究竟 
能走多远，而且想知道确切的界限在那里。希尔伯特把欧几里德的 
公理方法大大发展了，使之几乎完美无缺，甚至提出了按公理化的 
方法整理整个数学的形式主义的纲领。“当然，这是不可能的”，许 
多人会情不自禁地这样说。可是，为什么是“当然 ”呢？ 难道可以用 
一 般的哲学思辩来回答这个问题吗？否，真正宣告了它的失败的 ] f 
是严肃地用完全公理化的数学方法征明了它的不可能性(下一章 
的哥德尔 （ G 6 del ， Kurt , 1906- 1978) 定理）^但是，它的提出和 
“失败”都是人类思想史上的了不起的大事。它不仅告诉了我们人 
的逻辑思维能力是有界限的，而且它大大帮助了人突破自己狭隘 
经验的束缚，引导人们走向新的大地。 

希尔伯特说了数学是游戏的话，但这只是如希尔伯特在《几何 
基础》 导言中说的，其目的是对“我们的空间直观<其实也是整个数 
学)加以逻辑地分析' 数学家决不会凭空设想出一组公理而把数 
学变成 r - 种奇怪的棋。“认识宇宙，也认识人类自己”，这是永恒 
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的主题 t 这就是要追求真理。但既然数，已无内容，则有何“真” 
“伪”可从逻辑分析的角度来看，如果推理开始时所依据的命题 
为“真”，而推理又符合逻辑的规律，则其结论为“真' 可见 已经把 
主客观的一致这种“真”，代之以逻辑上的“真”。既然最基本的公理 
已经没有内容，自然没有是否符合客观实际的真伪可言。这样做并 
不是由于数学家的脱离实际的怪癖，而是数学发展到，定程度必 
然的产物。这是人类认识客观世界这个长过 程的段 & 数学发展 
到这一步是一个伟大的进步。 

为什么说把公理等等都说成是无内容的约定与记号是一大进 
步呢？以欧几里德最简单的公理，过任意两点可以作一直线”，亦 
即希尔伯特的公理 I i :“对于两点4和仏恒有一直线 t 它同4和 
b 这两点的每一点相关联”为例。如果我们芩虑的点成一集合： 
{义,4,… A ), 则上述 I 1 可写成一个公式 “V (对于所有的 M ，4, 
h >= !，2…3 (存在）《，使得4 1 ，4€以属于《，在0之 
上请问这样的公式有什 么真伪 可言？如果把斗，…儿“解 
释”为一群小孩子 ，/解 释”为兄弟，“解释”为具有兄弟之关系， 
则上述公式的解释是 ：“这 些孩子全都是兄弟”。只有上述公式的这 
种“解释”才谈得上是我们通常所了解的为“真”或为“伪”。应用记 
号，并对于记号可以怍相当任竞的解释，这在数学 I : 本是常见的 
事。没有这一点就没有数学。例如.我们说 a 夂-： r 2 = u + y )( x - 
n , 代表任意的数。虽然我们并没有指明这些 记号代 表什么 
数,何由于数的运算法则是众所周知的，所以我们从不会怀疑这个 
公式为真^但是如果我们的思想具有彻底性，就应该问，为什么不 
容许用记号代替其它的对象如上例之所指呢？问题在于并不是说 
要有彻底性就会有彻底性的，它 U 能来自长期的数学研究。这也是 
数学带绐人类的一大贡献吧！回到我们的话题。-个记兮吋以代 
替完全不同的对象，反过来也就说这些对象乃是这记号的不同“解 
释” (interpretation 〗 或“模型” ( model ) ^子是一个公式可以在某-解 

释下为“真”，而在另 - 解释下为“伪 '放弃 了判断数学命题是否在 
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直接的朴素意义下符合客观实际，得到的是允许作不同解释的潜 
在可能性。这当然是一进步 4 

允许公理系统没有任何内容而只讨论逻辑的真和沩，那么在 
逻辑上有什么要求呢？ 

首要的是“相容性”，即不允许由公理系统推导出矛盾来，既已 
证得…命题 4 ,同时又证得反命题非 A 记作1>0。这是一个很难 
解决的问题。因为由一个公理系统可以推导出来的命题可能是无 
限的，所以没有可能一一检索是否其中有互相矛盾的命题。相反 
的，判断一个公理系统是不相容的，却只需找到一对相矛盾的命题 
就可以做到（当然，实际上做起来就是另外一回事了 ） D 所以，数学 
中采用另一种方法来解决“相容”性的问题。这就是，对公式中的符 
号找一种解释，也就是为这个形式系统找到一个模型，井且要求在 
此模型中有真伪可言，而该形式系统中的公理在此模型中为真 & 原 
来的形式系统称为抽象理论，这个模型则称为具体理论。不过，具 
体理论井不一定是物质性的东西^例如，前面讲的 “V = 

] ，2,… a 使得就是一个抽象理论，而 把斗解 
释为点（或孩子）， a 解释为直线(或兄弟关系）， e 解释为“在其上” 
(或“具有此关系”)就是同一抽象理论的两个模型或两个具体理 
论， 


模型的用处何在？在模型中公理已是成立的，如果在此模型中 
诙公理系是相容的，则原来的抽象理论也是相容的。因为若在抽象 
理论中有互相矛盾的命题/和1木则它们在模型中也应有相应 
的互相矛盾的解释。但这是不可能的，因为前面已说过在此模型中 
诙公理系是相容的.因此得知抽象理论是相容的。这似乎是一种 
颠倒 :在从 事数学研究时，不是应该从具体的东西上升到抽象的东 
西吗?而现在抽象的东西反成为第一性的，具体的东西反而成为模 
型了。“这当然是柏拉图主义' 真是这样简单的 事吗？ 暂时存疑 
以待读者见教。但是我们要注意，“具体的”模型并不具体，而且不 
能“具体”，而且绝对不能以经验的、物质性的东西作为模型。问题 
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又出在“真”与“伪”1% t 面我们要求在模型巾公理系是相容的，所 
以模型中一定要能够说得上命题在逻辑意义上的“真”或“伪”。对 
f 经验性的东西，是允法谈到这 -1 点的。所以我们可以再看-下第 
二节中对《几何 原理》 的评论，我们在那里“证明” r 任意三角形是 
等腰的。在前面的脚注里我们指出了，这是由干《几何 原本》 中缺少 
了顺序公理。其实，最根本的在于对几何图彤作图是无法按逻辑的 
标准来判断其“真”或“伪”的。看起来，希尔伯特的 《几何 基础》 才菇 
抽象理论.才是“真正”的现代意义下”或“作为数学的”儿何学，尽 
管其中有许多图形，那是为了方便读者的，应该能够不借助图形而 
读懂这本书叫而《几何原本》只是不完全的槙型。只是“朴素意义 
?”或“古代意义下”的几何学。看来我们应该区分“作为数学的几 
何学”和“怍为物理的几何学' 《几何基础》 俄译本序对此讲得很清 
楚，爰因斯坦在《几何学和经验： H 前引爱因斯坦文集第一卷 
页）中说，只要数学的命题是涉及实在的，它们就不是可靠的；只 
要它们是可靠的，它们就不渉及实在”，其实就是这个意思。我们将 
在第三章里进一步讨论这件事。 

欧几里德儿何学的相容性是通过化为算术问题来解决的。我 
们知道平面上的一个点可用一个实数对來表示；一条直线 a 
+ M + 可以用其系数比 ( a : 来表示。这样我们就为欧几 
里德几何找到了一个算术模型；可以证明公理〗〜 V 在此模型中 
为真。例如 I ^(过两点 0^,^) 和可以做一直线）为真，因为 
我们确实可以把这直线写出来 / x \~ x z ^ y - y ? J n (当然在 = 
^或时要改一下）„其余公理亦如此。总之，欧几里德几何成 


①这恐怕也是想当然的说法,希尔伯特本人也未必是这样做的。证据是，他在写 
书过程中曾漏了不少必须的公理，是在后来各版中不补上去的> 该书俄译本 
序言中(我们所弓彳用的中文版本 中有〉 说得很濟楚。如果希尔伯特从一开始就 
完全桉数理逻辑那样去写书，大概就不会出现这样的情况 f , 着来，希尔泊待 
想做到的对空间直观作"逻辑的分析"的过程却不其“逻辑' 总之，希尔伯特 
也是人，而不是一邢逻辑机器，何况他是一个锒富于物理直观的人， 
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r 算术的一部分（笛长儿说是代数，但其实只是算术 T 因为我们只 
用到实数的算术运算 ）□ 如果算术是相容的，则欧几里德几何也是 
相容的 

算术的相容性有什么问题呢?关于算术的公理化(准确些说是 
整数的公理化)从19世纪末就已开始了，皮阿诺 (Pearuj , Giuseppe ， 
1 8 5 8 — ] 9 3 2 ) 在《算木原理新方法 K AriiJimetices Principm Nova Metho- 
4o E S lUl ， ] 仙9)中给出了著名的 艾于自 然数的公理系。其实，希 
尔伯持研究儿何基础还是深受皮阿诺的影响的。人类几于年来都 
和自然数打交道，从没有发现有矛盾。但是算术是否确无矛盾是很 
严重的问题。我们至今只解决了相对的相容性 | 可题-一把几何的 
相容性归结为算术的相容性。是否有可能证明绝对的相容性呢?20 
世纪科学 史上的 一件大事就是:哥德尔发现了要证明绝对的相容 
件是不可能的。 


另一个问题是一公理系统中各个公理的独立性问题。即一个 
公理可否由其它公理导出的问题。表面上看来，似乎这只是一种 
“思维经济”原则：人们总是力求用最少数量的公理 u 但艽实还有更 
深刻的意义。如果一个公理不是独立于其它公理的，则我们决不可 
以用亏之相反的反命题作为一个公理去代替它。因为这样一来，新 
的公理系统势必失去相容性：既有反命题怍为 - 个公理，又有可由 
其它公理导出的正命题(即原公理），这就成为- 个 矛盾。反过来， 
如果一个公埋是独立于其它公理的，则可以用反命题去代替它作 
为公理而成为 - 个新公理系统。儿何学由欧儿里德几何发展为非 
欧几里德几何.其实就是由研究平行公理的独立性而来。两千年 
来，人们怀疑平行公理菇不独立的，而力求用其它公理去证明它。 
两千年的失败，使人们越来越相信这个公理是独立于其它公理的， 
因此不妨用一个与之不同的公理去代替它。高斯1鲍耶依、罗巴契 
大斯基采 m 了以下的 公理: 过直线/外一点 p 必吖作无穷多条直 
线与〃 f 行。这种几何学称为罗巴契夫斯基几何学(双曲几何学）。 

E 这只是非欧几 何的种 t 如果规定过 p 不可能怍与，的直 
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线，就会得到椭圆儿何 学< 双曲儿何学是相容〔0,而 a 止是利用欧 
几里德几何学的相容件来证明。但是对于椭 m 几何，如果不取消公 
理 I 〜 n 的某几条，则定是不相容的。 

关于公理系统述应考虑完全性问题□所谓完全性就是指,该形 
式系统中的一切命题或真或伪.都应该能在该系统中得到证明 Ju 
果一个命题及其反命题都不能由诙系统中的公理导出，此命题就 
称为不可判定的，含有不可判定命题的系统是不完 全的。 如果确 
有不完全的形式系统，就出现了这样的情 况：一 个命题1或其反 
命题必有一为真(排中律），但这两个命题都不能证明。因此， 
真和可证明是两回事，而且真理性弱于可证明性。这当然是一个极 
一其深刻的 问题: 一方面我们已经把逻辑真与主观符合客观之谓真 
区分开来了，而另一方面，又把逻辑真与逻辑的可证明性分开来 
了。如果真是如此，我们说数学是追求真理的，说数学中的真理至 
少在逻辑上是确定的，还有什么意义呢？不幸的是，哥德尔确实证 
明了这件事——不完全性定 理:大 体上说，任何一个相当丰富的形 
-式系统都是不完全的，其中都有不可判定命题。那么有哪些命题是 
+町判定的呢?结果更为惊 人:该 系统的（绝对)相容性就是不吋判 
定的，这当然是人类认识宇宙也认识自己的历史上一件革命性的 
大事:几千年来+苴被认为是牢不可破的基础终歹崩坍了。那么人 
还会继续前进吗?实际上.这不是不幸，而是大幸，人终于能在确确 
实实的基础上认识自己的局限性了。 
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第二章 


数学反思呼唤着暴风雨 


19世纪整个科学面临着新的问题 ; 具体材料的日益积累要 
求对整个世界作总体的 考察。 它不可能是简单地复归到古代的朴 
素的辩证法•而要求在科学 U 益发展的基础上，认真总结其成果 • 
这样来认识宇宙的真面目。首先在机械的自然观上汀开缺口的是 
康德的星云学说 u 其后，由于热机的发展导致了热力学的出现，说 
出了能量守恒定律。它的伟大意义其实更在于它具体地提出了芩 
种运动的统一性，机械能、热能、其后还有电能等等无不是可以互 
相转化的。所谓守恒其实是指转化中的守恒生物学登上了科学 
舞台的眾著位置。资本主义为寻求市场、原料，为霸占殖民地而力 
图征脤全球。在这个背景 F ， 系统的科学探险大规模地进行，比较 
世界各地收集来的资料■越来越证明物种处于不断进化的过程中， 
1859年达尔文 （Darwin T Charity Robert ，18⑵ 一 J 882) 完成 了进化 

论。细胞的发现说明千差万别的物种又有统一性，于是我们又回 
到希腊哲学伟大创立者的观点 ：整个 宇宙是一个互相联系着的整 
体面且处于永恒的生成和灭亡的流动过 程中。 这个认识以唯心主 
义扭曲的形式表现在黑格尔的辩证法体系中,马克思、恩格斯的伟 
大功绩 是:在 唯物主义基础上改造了黑格尔哲学，建立了辩证唯物 

主义体系，并且把它贯彻到人类历史领域，建立了历史唯物主义。 
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这是人类思想史上的伟大飞跃 D 

数学在形成这个新界观中的作用远远小于物理学和生物 
学 & 但是它并没有停步。首先它继续把牛顿时代的微枳分用于各 
个领域，无论是声、光、电、热，微分方程都找到了自己的用武之地。 
这一方面我们不汀算多讲•闲为从根丰的思想观点来说它 ff ] 并没 
有超过〗8世纪我们要集中讨论的是另--个方面。数学在 进行反 
思。平行线公理虽然是几何学中一个引人疑惑之处，如果仅从实际 
应用的观点来看.也不一定值得大动干戈。但是，就从这-片小小 
的乌云中引来了一扬疾风暴雨。非欧几何的出现引起了两个 问题： 
第一是我们生活于其中的宇宙空间的本性是什么？我 n 从没有怀 
疑过的欧几里德几何和牛顿力学的时空观难道不应该对它们进行 
批判的探讨吗？这个探索导致了相对论。第二是我们如此坚信不 
移的数学的确定性和真理性难道真是毫无问题吗？数学研究的对 
象竟然包栝了“虚幻的”非欧空间，又怎么能说它所得到的是关于 
宇宙的真理呢？数学本身健全可靠的基础何在？回答看来也是两 
方 面的： 数学研究的对象不能只限于我们直接经验到的数量关系 
与空间形式,而必须包括越来越多的“人类悟性的自由创造物'康 
托甚至说数学的本质就在干自由 & 这是一个伟大的进步。这是一 
方面 . 但是，自由创造"决非“随意编造”，而且数学的思维自然有 
其限制.数理逻辑发展起来了，对数学基础的研究开始了，出现了 
逻辑主义 、直觉 主义和形式主义三个学派.最终出现了哥德尔定 
理，十分明显地指出了形式的逻辑思维的界限何在。这是另一方 
面，非欧几何的出现、“人类悟性的自由创造物”成了数学研究的重 
要对象以及哥德尔定理的发现，都是人类思想发展中革命性的事 
件 . 概括起来，它又是人类思想的大解放，这一次是从人类自己几 
f 年形成的定见下的解放9人从自己定兕的束缚下获得了更大的 
自由= 

这是思维王国中的几场疚风暴雨。雨过天清，我们再重新认识 
宇宙也认识人类自己，又会得到什么呢？这是第三章的内容。这一 
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章中我们想以介绍非欧几何和数学基础的研究为主，讲一讲这一 
次大的思想解放。不过，因为这是在理性思维更深层次发生的变 
化，不是太容易了解，我们不得不适当介绍一些数学知识。 


§ 1绝对几何学与欧几里德几何 


上一章中我们继牛顿之后立即跳到19世纪末，介绍欧几里德 
开始的公理化方法现代的形式与其中应该讨论的问题。读者可能 
会问，在这中间的两个世纪里，数学的发展怎样呢？ 1 S 〜19世纪当 
然是科学疾速发展的时代，按周光召同志的说法是第二次科学技 
术革命的时代，在这段时间里以物理科学的发展 〔例 如能量守恒、 
热力学、马克斯威尔的电磁学说，我们把化学也归入广义的物理科 
学和生物科学的发:展（达尔文的进化论，遗传学说，细胞学说等 
等）〕为主要内容，使得自然科学得以系统建立;科学和技术分离 
了，前者以认识自然为目标，后者则在科学的基础上以利用科学知 
识 ，驾驭 大自然，创造生产力为目的，至于第三次科学技术革命则 
以19世纪末20世纪初一批现代的物理理论(相对论、量子物理） 
的出现为契机，我们至今还生活在这个过程中。数学在18〜19世 
纪的进展当然是令人瞩目的，特别是物理科学的进展一步也离不 
开它。同时，随着研究的深入,分枝越来越细，隔行如隔山，搞代数 
的不懂几何，搞几何的不懂概率论^到现代 Q 经没有一个人能说 S 
己是“数学家”了，人们议论的问题似乎成了：谁是最后一位“数学 
家”，是不是外尔 (Weyl Hermann , 1885—1955)? 科学论文堆积如 
山，相当一大部分论文很少有人问津。这是不是言过其实？但是从 
现象上看，数学越来越难懂了，再也不象牛顿时代，那时牛顿的著 
作甚至可以成为贵妇人梳妆台上的摆饰。似乎是，现在不再如过去 
一样能找到一项数学上的发现为这么多的人听理解，为数学以外 
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的人所重视了。数学走到死胡同屮去了妈？它栉人类文化发展的 
主流脱离了吗？当然不是，它的发展更保化了，它如岩浆在地下奔 
脱运行，时而成火山爆发，造成大的地震。在诸次大地震中，非欧几 
何的出现最突出。它带来的_ i 系列大地震根丰改变了人类对字宙 
的看法，也改变了人类对自己的看法。 

我们现在来讨论非欧几何的出现。上一章结尾时已说过，在希 
尔伯特公理系中改变平行公理 N 即可得到各种非欧几何。所以现 
在回到希尔伯特的公理系统的讨论。宫先要指出.欧几里德《几何 
原本》的五个公设均可以从这些公理得出。事 实上： 

公设过任意两点可怍一直线”即是！ u 

公设2“有限直线段可以任意延长 ，即是 说任绐两线段 AH 与 
必可将仙沿衫的方向延长，得…勺 CD 相等（即合同）的线段。 
由 IV ] 必可在仙上衫的方向上找到-点匕使仙二™*若在 /U 
B 之间，则无需延长，若 B 在之间.这就是仙呵延艮到与任意 
已给的合同的程度。 

公设3“以任-点为中心，任意线段为半辁可作一圆。”在希尔 
伯持公理系中这是一个定义。 

公设4“所有直角都相等' 在希尔伯持公理系中这是一个定 
理_1)但“相等”应改成“合同”。 

公设5 陈述与希尔伯特的平行公理不1致，但它与第五公设 
的等价忭也是可以证明的。 

由以上的 K 论知，欧几里德几何的-切定理在希尔伯特公理 
系统下均成立。但由下平行公理的特殊地位，我们要问，在希尔伯 
特公理系统中若除去公理 IV ,我们还能走多远？可以得到哪些结 
果，不可能得到的（注意，一时证不出来的定理不一定是不可以得 
到的，这里指的是一定址不出来的定理）又是哪些？这时可以得到 
的定理在欧几里徳儿何与下面将要介绍的罗巴契夫斯基几何(以 


(V 冗明见 《几何莘础》 -- 书，定诨 2 UQ ^ r s 
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下简称罗氏几何）中都是成立的 D 在希尔伯持公理系统的 I 、111 
a 、 v 诸公理基础上建立的几何学称为绝对几何学。我们讨论绝对 
几何学一方面是继续上一章§ 5的精神：不是把许多公理混在一 
起，而是一一分离，看看它们各起什么作用。另一方面则是想看一 
下，平行公理被杏定后得到的新儿何学大体有那些特点。上-章里 
已讲过由1、 U 、 v 可以得到什么，必须要用平行公理 IV 才能讨 
论的又是什么。现在我们将围绕新几何学会有哪些特点继续介绍 
一些绝对几何学的定理。 

首先是著名的内错角定理。 

定理1若两直线与另*莨线相交的内错角合同，则 /、r 
必 fUT 

证用反证法，设/与 r 
相交丁- 0,在 f ，上取一点万 

使 F E 三 BD。H = 

， BB f E = BD , 

敌八⑽ E ^ ADBB 1 .而汉 
e 仏又因 /_EB r B = 

/ J 卿， 而 Z 仙 M 是 
的补角，所以 Z _是 ZDBB r 
的 补角，从而臓 是一直线。这样直线 DBE 与直线交于两个 
不同点 H 这是不可能的。 

大家很容易想到此定理的逆 定理： 平行直线的内错角必相等。 
而显由于我们十分习惯于欧几里德几何 ，一 定以为这是容易证明 
的 & 否！逆定理等价于第五公设或平行公理 IV ，所以在绝对几何中 
是不可能证明的^ 

内错角定理有两个重要的推论。 

推论丨 同一直线的两条垂线必平行。 



① 〖与" 平行的定义即任意延 K 也+相文。几何基础页定义, 
B6 




^ w 只要注意到图屮两个内错 

1 角均为直角即 

推论 2过苴线《外-点 
1 /!对 u 至少能作一条平彳 i 线。 

。- p 由4作的垂线 /1 P , 又作 

&20 /1 P 的垂线仙即可， 

- 所以绝对几何学并不否定 

直线外 - 点对该直线的平行线的存在，而问题在 T 这种平行线是 
否是唯一的。事实上在绝对几何中是不能证明其唯一性的。否则 
推论2成了公理 IV ，而公理 IV 不再独立于其它公理。非欧几何的发 
现正是 i 正明了公理 IV 是独立于其它公理的。因此绝对儿何容许两 
沖可能 性：或 者只能作一条 平行线 ，这就是欧几里德儿何;或者可 
作-条以上的 T 行线，这就是罗氏几何。但内错角定理在椭圆几何 
学中一定不成立.，因为在这种几何学中，过盲线外一点对此直线不 
可能作平行线 

第一章 S 5讲到了重要的外角定理。问题在于外角是否等于 
两内角之和。在假定了公理 I 〜 ffl 、 V 时，若是•则等价 f 平行公 
理，若外龟大于内角和则有罗氏几何。在椭圆几何，例如球面几何 
中外角定理不成立 & 如图21，设卵 C 是赤道，灿 Mr 是过北极 4 的 
两条子午线•则外角 Z 仙/>合同于(等于）内角 ZfB ， 即均为抓。 

由外角定理可以得到许多重要的定 
理。 T 面略述几个。读者会以为这些几 
乎是明显的结论何必那么费力证明。但 
要注意.我们都是十分习惯于平行公理 
的，因此时常自觉或不自觉地用到它.重 
新加以证明后，读者就会理解，想要突破 
欧几里德几何的桎梏是何等的困难，才 
能理解，希尔伯特重新建立欧几里德几 
何的公理系统是多么费力的事。 



87 




定理 2 ( s . a . a . ) 若两个三角形有一边及两角均彼此对应地 

合同，则此两个-:角形也合同。 

A D 



证如果承认三角形内角和为180。.这个定理就毫不足道 
了。何下面会看到，承认这件事就是承认平行公理。因此本定理在 
绝对儿何学里的证明就相当复杂了。 

用反证法 设 AABC 与 AMF 中 
rj 心但此两个二角形不合同而（若仏则由 n 
a . 已知此两个三角形合同）。干是作使比较 A 乂石 G 
和厶勝，由 a . s . a . 知'者合同而二但由外角定理 
亦即故而矛盾。 

我们再进 •步讨 论三角形的内角和问题< 

定理 3二角形两内角之和小于180% 

证不要以为可以用三角形三内角之利为丨80。这一结论来 
证。因为它等价 T 平行公理。 

设有并肴//! + /心令的外角是由外角定 

理， Zrnn > ，故 Acbd f 

I 肋 V>ZA + /_l 

二角形 2 内角乂如 H ? 这里有著 

名的 

定理4 (萨凯里——勒让德定 
• T 5) 二角形二内角之和必小于或等于 
180 \ 
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证用反证法。设 + + 

- t 80 °+ p > 180 6 (^> Q ) o 怍中线仙(怍 
屮线的可能性也是要证明的.见下文)并 
将它延梡到/:使不妨设 

Z / JCF , Z 似仙「，因此 A 4 抓之内 
角和等干 AH 之内角和。这就是说，对 


E 任一三角形必可做出一个新三角形 T 其 

因 21 三内角和等于原三角形的内角和，而且 

有一角不大于原三角形某角的一半 D 仿此以往可以作出-个三角 


形其内角和仍为180°十 P , 但有一角 6 + Z 个由实数系的呵基米 


德公理.当〃充分大时，可以使因此在此三角形中除去 
不大于的这个角，其余两内角之和不大于 m o ^ v-^ZA 

>_(因为 去一 > 0 )。 

这里我们着到了阿基米德公理的童要性。 

上述定理引进了-个十分重要的概念即的 亏直： 

奴 A 灿 o 二]80。一 （ZX + ZH+Zd 萨凯里一^ 勒让德 定理就 
是 6 (/^1仗0>0。所以知道对椭圆几何此定理是-定不成立的。看 
一下上面作的球面三角形，其三内角和 
大于180%从而那么是不是6二0 
一定是欧几里德几何 d>0 —定是罗氏 
几何呢？是的，但不这么简单，首先要证 
明亏值的可加性，即若将分为 
和 A」CZ>， 则有 
定理 5 (亏值的可加性） 


A 
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证 diAABO ^ lSO ^ CZA ^- Z ^- h ^ C ) 

= 180 。 + 〔 ] 80 。一一 十 

+ Z 5 +ZO 

= I 80°- (Z^-f^^AD-l- ZB)-hl80 a - iZADC \ 
Z ^' AD ^ ZC ) 


t ubd ) 丄 t k zVirm 

在数学里有一个“习惯”：如果发现有两个东西具有相同性质 
就应该问… T 它们有 什么关 I 我 ri 知道面积是有可加性的*耶么 
面积和 v 值有仆么关系呢？这里首先遇到的问题是什么是绝对几 
何学中的面积？在欧几里德几何中首先是定义矩形的面积为底乘 
高，而矩形是四个龟均为直角的四边形 7 其内角和为郎0。这显然 
与三角形的内角和为〗 8( T 有关。所以这并不是简单的问题。我们 
有 


定理6若某一三角形内角和为180°(即亏值为 0) ，则必有矩 
形 存在; 反之，若有矩形存在，则一切三角形之亏值均为0。 

证第一步先证明若某为一二角 
形亏值为0,则必有一直角三角形之亏 
值为0。实际上，设以厶仙0 = 0,则因 
三角形必至少有两内角为锐角，设为 
ZM 和 ZE 。 于是自 c 向仙怍垂线 AD 
( D 力垂足），由外角定理易见在4 、 B 
之间，于是0 = 6 ( AABC ) = d ( AAC 0 ) + 
MABC 7))， 因为 6 ^ 0 ,故 = 



困姊 


f 5( A ^) = 0 


有了 AiTD 即可作出一个矩彤，因为有合同公理可以作 
射线《 使因为況 = 0 而 = 故 
+ = Z 既 H - ZBCfl =90。。 在 fX 上取尺使 C 灰三 BZ )。 由 m ， 

△此三 Afid 从而三 ZD 二卯' 又易证 Z ： 册 C 丄 Z 

故是矩形。不但如此，还可作出任意大的矩形。事实上设已 
90 



作出一个矩形 DCEh ^ ，则向左、向上重复若千次，仍得一矩形 
此抓，而且都由阿基米德公理可以任意大。 



现证定理的后一部分，先证任一 
直角二角形之亏值为 I 前已说 c 
过，可以作任意大的矩形，作 
对角线可得任意人的直角三角 
形 AH 将嵌于其中如图 A 
同亏值的可加性即知^ ACDR )-0, 

最后仿照第一步可证任意三角 S 29 

形亏值为0。 

由此定理可得到一些重要的结论。首先.读苕会想，若2角形 
亏值为0,则将得到欧几里德 几何； 亏值为正，则将得到罗氏几何。 
这当然是对的。但若某一些三角形亏值为0,另一呰三角形7值为 
正又如何？这个定理指出这是不可能的。若一二角形亏值为0则 
有矩形存在.从而+切三角形之亏疽均为0。这就是欧儿里德几 
何;否则，若有一三角形亏值不为 Q ， 则 j 切二 1角形亏值均不为0, 
这就是罗氏几何。 

我们要特别讨论 T 面积问题。实际上至今我们还没有讨论 
过度量间题，所以应该更一般地提出：在绝对几何中可否讨论度 
量？先讨论线段的长度.什么是长度？它是相应 T 一线段 x / y 的一 
个正数 K 记作 M £|)， 它应有以下性质： 


B 

E 



D 0 


yi 








1 . 可加 性,若 有一点 f 介亍>1』之间肩 | A /?|= |姑| + | 抑 |。 

2. 合同的线段有等长 : 若 /^= C 仏则 | CZ ) L 在任给一 
线段后，我们这样来定义它的怯。先决定一个线段0/并规定其 
长为单位，即定义 = h 然后由>1向 B 依次取点 Al , A 27 ……，使 

……均合同干0^由阿基米德公理，必定有一个 ' 
使4仍在之间（或与 S 合同）而儿 n 在仙之外。若4与 A 合 
同，丨4…=化若4 不与 h 合同，我们考虑将0/平分为两段 
(线段二等分的可能性是可以证 明的） ，则由可加性知每一段之长 

为+。再用长为+的线段与比较 D 若不够+，则用+来比 

较。若能在中放下一个长为 I / 2 的线段戍 A +1 ，则 | AS |=| 
儿 | + \ A + i B \, |AA + ] | =1/2,我们再来用长为1/4的线段与 
A …衫比较。这样下去即可定义□因为我们不鹰设读者了解实 
数理论，所以只能作这样简短的说明。概括地 说:在 绝对几何学中 
可以定义长度 D 但长度是相对的。这里又可看到阿基米德公理之 
重要。 


角度的情况不同。因为我们可以定义一条直线是以其上一点 
0为顶点的平角。绝对几何学中角也是可以平分的 & 我们定义丄/2 
平角为直角。这样也可以定义平角为1即。（怎样由二等分做到将 
一平角 1 SCT 等分,需要一些二进位制和极限理论的知 识）。 这样, 
在绝对几何学中可以定义一角的大小而且它是冶绝对意义的。与 
长度为相对的不同，现在并不需要事先规定某一角大小为 1' 

罕干面积则不同。如果有了矩形，4以定义其面枳为底乘卨; 

然后证明三角形面积为士底 x 高 

(这 里要用仓同二角形面积相 等）； 利 
用面积的可加性町以定义任意多边形 
的 面积； 最后用极限理论可以定义任 
意图形的面积。其实这就是积分学的 
方法。吋见，没有矩形就很难说如何定 




A 



m 30 
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义 面积； 因而罗氏几何的面积理论是一个很难的问题。矩形还起一 
个人们不易想到的作用。仝角之大小应为(因为它是两个平 
角 h 从而用四个矩形即可复盖4点附近。这样依次把矩形向外铺 
可知欧几里德平面可以越来越大而趋向 I 。如果没有矩形还有没 
有面 积为％ 的平面？罗 Rf 面面积是否不能超过一定界限？这当 
然是很深刻的问题 & 

总之，没有平行公理是否还有面积理论■或者这将是一个什么 
样的理论，这是一个大问题。至于比例和柑似形理论•大家知道，它 
紧密地依赖于平行线理沦。所以，只有在欧几里德几何中才有比例 
与相似形的理论. 


§2非欧几何的发现 


从现在起我们可以集中注意于《几何原本 )) 中的笫 _± L 公设即希 
尔伯特的平行公理了。由希腊时代起，这就是一个引起争议的 M 
题。 看来即使欧几里德本人对它也有怀疑，它的陈述繁冗而旦拖 
沓（其理由我们在第一章讲到过），所以许多人试图从其它公理出 
发来证明它，即是说，怀疑它井非独立于其它公理。最羊的尝试者 
之一，是《几何原本》的著名评注者普洛克拉斯 （ProclusdlC 
485 A . D ,) 就曾说 过:“ 这应该完全从公设中清除出去；因为它是一 
个有很多难处的定理，托勒密曾在一本书中打算证明它 u ……说 
(两条线)越来越接近就一定会在某处相交，这说法是似然可信的， 
但并非一定如此 。”① 他并且以双曲线趋近其渐近线为例。 这至少 
表明第五公设的反命题也是可以想象的。他继续说:“由这里看得 

① 转弓 1 自 J. Greenberg, Kurlutpan and ,\'on ^luchdotm GofjUfiOtrxes >Freeman and 

cd, 1980,119 120 页。 
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很清楚，必须去寻求这个真理的证 明, 它完全不具有公设的 特殊性 
质/’普洛克拉斯的证明大意 如下： 

设有二乎行直线；与^过肌 
上一点 P 作直线 〜过 P 作 〖的垂 
线垂足为 CN 若 n 与叫重合则 n 
必与/相交。若不然，在 n 之走向 
爪 J 之 间的一侧(这时 /i 与 I 对 PQ 
之同旁内角和小于二直角）取- 
点 L 并分别作 m 与；的垂线，垂 
足为 H 令 F 沿 "方 向无限远离 P ， 则 XV 将无限增加，但 （1)义， 
H 必 共线； （ 2UZ = P5 ，故 xr 最终大于而 r 走到/ 之另一 

侧 。因此 〃与 （ 必相交于同旁内角和小于二直角的一侧。这就是第 
五公设。 



这个证明过多地依赖于几何图形。而实际上这个证明是不对 
的。因为，（1)、（2)两条在 绝对几 何学中都是不成立的，而只有假设 
了第五公设才能证明它们 。 所以，这个证明其实是循环论证。 

上而我们只是举-个例子说明这些证明总是缺少依据。后来 
人们明白了应该有一个其它的公设来代替平行公设，而这个新公 


设应该是更加简单的 d 例如，瓦里斯 ( Wallis ， John , lei 6 -训 3 ,是 
牛顿前著名的英国数 学家; i 己号 oo 就是他首先使甩的；他还证明过 


著名的公式 f = f ^| 
公设来代替第五公设: 


4 • 4 - 6 * 6 


3*5， 5*7 *7 … 


曾利用以下的相似形 


相似形公设 任给 A / ia ： 及一线段必可以训;为…边作 
A/^a 使与 A _ 4 此 相似： AAZTooA / w 。 

直观地说，瓦里斯的相似形公设就是:三角形吋以任意缩小或 
放大而不变形。 


由相似形公设可以证明平行公理如下： 

设在 ft 线^外有■点 P ， 作~丄/，再过 P 作直线 m 使 m 丄没。 



由内错角定理(注意，这是一个 
绝对 JL 何学定理，它的证明不 
需要平行公理，见本章§ MS 
其逆等价于平行公理）知饥// 
L 现在过 P 怍另一射线〃，今 
«与/一定相交，这就证明了平 
行公理。现对 A/W/? 与线段叫 
应用相似形公设，可知必有 
APQT ^ 而 Z.QPT = 

/沿切,所以 /T 与《重合。同理 ZTTO=90°， 而^与 /重合，因此 
T 是 b 和/的 公共点，证毕. 

在上一节我们已经指出了相似形只有在平行公理成立时才有 
意义 & 从瓦里斯的证明中更明确地看出，相似形公设与平行公理确 
实是等价的。因此•在否定了平行公理的罗氏几何中 .瓦里 斯公设 
一定不成立。即是说，在这种几何学中没有相似形概念:一个三角 
形不能任意放大或缩小，所以在那个世界里，是不能照象、不能画 
地图……的。 

V —个十分重要的研究者是意大利的耶稣会教士萨凯里 
(Saccheri, Girolamo, 1667 -1733). 他曾写了一本;<没有污点的欧 
几里德》 （ Euchdes ah Omni Xaevo Vi— ,1733 年 出版于 米兰），以 
为自己最终证 明丫第 五公设。这是一本重要的著作，它实际 上巳经 
到达非欧几何徂又停步不前，它是流产了的非欧儿何学。这部著作 
的重要性一直被忽视了，直到一个 
半世纪以后 （〗 899) ■意大利几何学 
家贝尔 特拉米 （ Beltrami, Eugenio, 

1835--190G) 才重新发现了它。 

萨凯里在他的证明中用了一个 
四边形，其底角两 
侧边读若不要奇怪，为什 
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么侧边画成弯曲的，以后会看到这不是偶然的 a 这种四边形称为萨 
凯里四边形。今证它的另外两角也相等：为此联结 
与仙.看 AASC 与 ZVira， 其中 

三角形合同的定理 s. a. S- ，知 A/uyc、 三 A/IC/ 入从而权?二 ZZ?。 苒看 
△ 灿 p 与 ASCD， 因为有公共边肋三仙，又 AifeCZ?， 仙三汉■，故由 
三角形合同定理 S.S.S . 知它们也是合同的。所以二 ZD 。 

以上所用的公理与定理都是绝对几何学中的定理，所以结论 
在绝对几何学中成立。问题在于究竟是多大。这里可以怍三种 
假设： 

三 //>均为直角——直角假设； 

2- Z 6 二均为钝角-钝角假设； 

均为锐角一一锐角假设。 

在直角假设下，匕述四边形是矩形 。 因为矩形存在，故一切三 
角形之亏值均为0,这就是平行公理成立，而我们得到欧几里德几 
何。 

在钝角假设下可以证明有矛盾。因为这时四边形四内角之和 
大于360。。它分成的两个三角形之中至少有一个内 
角和大于180。。但在绝对儿何学屮已经证明了一切三角形之内角 

和不大于180°，故得矛盾。 

余下的是锐角假设。萨凯里用了 
很大的功夫想证明由此可得矛盾 t 他 
得到了很多定理①，这些定理，从习惯 
F 欧几里德几何的人看来，似乎都是 
不可思议的，但是并没有什么矛盾，因 
而是似非而是的。最后，萨凯里得到了 



① 关于萨凯里的工怍的介绍 W 以参■看 R • Bonola ， Xua — Euch^nn Oeometr ^ s 1906, 
口 f 以看 1 年 Dover Publ CO 的重版第 _ : 章 M 何 J 选木 钙中有 许多珍贵 
的历史资料. 
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以下的结论：设有直线〖以及 （ 外一点匕 如杲锐角假设成立，则过 
P 必可作出两条肓线和，使得凡过 P 而位于角 ZQra (或 

即）内的直线，均不与/相交，而位于(或 ) 内的 
直线，均与；相交。如果我们仍把任意延民后也不会相交的直线都 
称为平行线，则过 P 可以作无穷多条与〖平行的直线;这些平行线 
有两条界 限：即 与 

至此，萨凯里认为可以告一段落了。他想要证明：锐角假设绝 
对不真，因为直线的本性厌恶它。他又花了好多篇幅论证这一种 
“厌恶”，归根结蒂是说:如果锐角假设为真，则 z 与 W (或 ) 将 
在无穷远外有公共垂线，“而这是违反直线的本性的' 但是，萨凯 
里本人对这个“证明”也不满意，所以他又重新以平行线就是处处 
距离相同的直线来论证他的结果。我们当然可以看到，这完全是徒 
劳的（见本章§ 3)。尽管如此，萨凯里的工作具有特殊的重要性^因 
为这是证明平行公理最系统的上作。既然这样的努力都失畋了 ，人 
们自然会 问：可 +可能，平行公理是不可证明的？否定它也不会引 
起矛盾？如杲确是这祥，可否用它的某种否定代替它？这样做将会 
得到一种什么样的几何学?今天我们知道，这样做会得到各种非欧 
儿何。前述的结果其实就是罗巴契夫斯基的平行公理——以下称 
为双曲性公理，它等价于锐角假设，所以，萨凯里实际上是达到 r 
罗氏几何而不自知。为什么呢？因为他过分相信平行公理由于直 
观性时来的真实性。这其实并不能过分地责怪他。欧几里德几何 
将近二干年（到他的时代为止)得到了如此巨大的成就，自然造成 
种极 人的“惯性' 要摆脱它，必须有极大的“动量' 要有异乎寻 
常的洞察力与逻辑 能力。 这种洞察力与逻辑的力量并不完全取决 
于个&的天陚。即如高斯（人称“数学的王子”)要想摆脱它也是极 
其缓慢与痛苦的过程。下面我们要引述高斯的一些信件就充分表 
明这一点。这种洞察力和逻辑力量米自世世代代的人们 -- 一不只 
是数学家——辛勤探索的积累。这种探索精神就是人类文化最优 
秀的遗产的一部分。也许数学与文化的关系就在于此吧！正因为 
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如此，不能把萨凯里看成简单的错误。上面我们比较详细地介绍他 
的工作，正是因为这些积极的成果乃是幸运的成功者的基石。也正 
是因此，我们不惮其烦地再介绍一位瑞士数学家兰伯特@ ( tam - 


beit^Johann Heinrich , 1728—1777) „ 

兰伯特写了一本书《平行线论 Paramhnejt ， md ， 
但在作者死后的1786年才出版）。他考虑的基本图形也是一个四 
边形,但有三个角为直角，问题在干第四个角有多大。按照第四个 
角假设为直角、钝角、锐角，兰伯特也作出了直角；钝角、锐角等三 
种假设。 直角 假段仍然给出欧儿里德几何.钝角假设会给出矛盾、 

其证明 如下： 


iJ ^ ^ 



作一线段再过 4 夕两点作 
其垂线在6上依次取 仏，乐…， 
〜诸点，并向。作垂线 
…(注意，按它们的作法，它们 
只垂直于^而不一定垂直于 h 否 


^35 则即等于承认直角假设为真。例如 

看四边形，由钝角假设 
= 由萨凯里证明的一个定理仙>戏故，兰 
伯特证明了……> 土艮 ，而且可以使人-]^… 一儿疚 
— ] ， 由此有 


AB — AA > it { AB — 

但是由阿基米德公理(在萨凯里的工作中也用到这个公理。兰 
怕特和萨凯里都是在直线 之民为 无限的形式下使用这一公理的）。 
上式右方随 n 之增加而无限增加，但不等式之左方恂小干 風 }I 
而右方 不能无 限增人。这个矛盾证明 r 钝角假设不真。 

在锐角假设下伯特仍使用以上阌形，并 a 发现义反隨/递 
增，何是这并不导致矛盾 a 所以 


XI T ■旳 材料砟 扯前引的的书， 4 !〜50 !；1\ 
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兰伯特只好继续推论下去，发现了在此假设下，三角形三内角之和 
小于1別％即亏值为正。萨凯里其实也得到了亏值的概念，但并没 
有由此作出什么结论 D 兰伯持则证明了三角形的面积应正比于亏 
值。 

兰伯特讨论了几何量的相对性与铯对性。如前所述，线段之长 
是一个相对几何量 ，角度 则矣绝对几何量。兰伯特则发现，对每一 
个线段都可以指定一个确定的角度，反之亦然，即二者有所谓一一 ' 
对应关系。例如，给定-个线段，在锐角假设下以此线段为边作一 
等边三角形，并计筧它的亏值。再经过一番数学处理，可以发现长 
度；是角度 a 的函数在讲到罗氏儿何时，我们将具体写 
出这个函数），因此，可以找到绝对的长度单位，例如以《=咕。时对 
应的〗 = / U 5°) 为绝对长度单位。按照我们日常生活的直接经验， 
长度为绝对几何暈是不可想象的，正如同两个相似三角形中没有 
办法说明一定要以哪一个为准。否定绝对性的长度单位就等于否 
定锐角假设，当然我们现在可以想象到这与相似形是否存在—— 
这又与平行公理是否成立——有密切的关系 a 

但是兰伯特与萨凯里不同，他并没有认为这就是矛盾，而是继 
续向前，可是每一次他都遇到了同祥困难的问题。例如，他发现了， 
若钝角假设成立，所得的几何学与球而几何是极其相似的。其实本 
章§ 1中所作的由一段赤道弧与两条子午线弧所成的球面三角形 
之三内角和即大于 180 5 . 至于锐角假设下的情况.兰伯特十分明 
确而且极有创见地 指出： “由此，我几乎可以断定，第三个假设（即 
锐角假设)将对虚球面（即半径为虛数的球面)成立兰伯持作出 
这样的新言，可能是考虑到球面几何的三角形面积公式是 
B+C — 是三内角之值）。若令 p 屮/=一1，上式就成 
为戶 U —4— — C )， 而这就是锐角假设下的三角形面积公式。大 
约一个世纪以后，贝尔特拉米发现了一个曲面——伪球 ( Pseudo — 
sphere )， 锐角假设在其上果然成立！兰伯特的思想真是富于独创 
性:他讲的是直线与平而，而想的却是大圆和球而！我们今天再打 

99 


开非欧几何创始人的著作，就会发现大量的球面几何、球面三角公 
式及其类似物，今天我们对这些公式都很生疏了，其繁难会使我们 
望而却步。当然我们今天处理这些问题的方法是简洁多了，但这只 
是对专业的数学工作者而吉的。所以，决不要以为数学的创见只是 
灵感的产物，这里而不知凝聚了多少汗水！ 

总之，到19世纪初，人们几乎都明白了第五公设是不可证明 
的。那时最大的数学中心是德国的哥廷根 ( Gdttingen ) 大学 d 在那里 
几乎是公开宣布了这一点的:要么承认平行公理，要么换一个新的 
公理得出一个新的几何。非欧几何已经呼之欲出了。可是这一 
“呼”又等了好几十年。然后出现了公认的非欧几何的创始人:鲍耶 
依、罗巴契夫斯基和高斯。 

先应该讲匈牙利人鲍耶依父子 & 父亲沃尔夫岗 * 鲍耶依 
( Bolyai . Wolffiang ， 这是德文拼法，匈牙利文是鲍耶依 • 法尔卡什： 
Bolyai Farkas ，] 775 — 1856) 也是数学家，而且也曾长时间徙劳地试 
图证明第五公设。他长时间生活在哥廷根，是高斯的好朋友。因此， 
他的几何研究是与高斯的研究密切相关的。从这里可以看到，平行 
公理的研究确是当时数学中的主流问题之一。儿子是约翰 • 鲍耶 
依 ( Boiyai ， J 池 atitn 这又是德文拼法，匈牙利文是鲍耶依 * 雅诺什， 
Bolyai Janos , 1802-1860). 他是一个数学神童。据说在13岁财曾 
代他的父亲去上数学课，肀生们说儿子比父亲教得更好 . 13岁时 
他已经懂得微积分了，而父亲曾写信给高斯希望他收下) L 子作为 
自己的学生，但不知为什么，高斯始终没有答复。稚诺什不但小提 
琴拉得极好，剑法也十分了得。他15岁当军官，一生中曾与人决斗 
13场，并且全胜而归^比之另一位死于第一次决斗的天才数学家 
伽罗华 （ Galois ， Evariste . 181 i — 1832，死时年仅 2] 岁0,岂不令 

人感叹！当父亲得知儿子也在研究平行公理的证明时，写 r 一封深 
情的信，大町表达当时数学家的心情.信中一段如下:“您决不可再 
试图沿这条道路去研究平行线了。我熟悉这条道路直至尽头 & 我 
曾走过这无尽的黑暗，它熄灭了我一生的光明与欢乐。我恳求您丢 
J00 



开关 f+f 行线的科学吧。……我曾经想为 r 真理而牺牲自 el 我 
曾经打算作一个殉道者以除去几何学中的毛病并将纯洁的几何学 
给予人类。我付出丫极大的劳动;我的创造远远优于其他人，然而 
我一直没有完全满足，……当我看到没有一个人能达到黑暗的尽 
头时，我就回头我脔怀痛苦地冋头了，为自己也为人类而怜惜。 
我承认我不能期望使您离开自己的航线。我似曾到过这些地区 w 以 
曾驶过这无底的死海的每一块礁石，可是每一次都折桅裂帆而归， 
我曾连想也不想就以我的生命和欢乐来冒险，我的毁灭和失败就 
_是这样来的可是，儿子似乎决心走另一条道路.这就是放弃 T 
行公理而建立一种新几何学。1^3年 U 月3日，他在给父亲的信 
中写道:“现在我的确定的计划就是，一旦当我完成并且整理好这 
些材料并且有了机会，就出版一本关于平行线的著作;现时我还不 
能看到怎样走完，但我所走的道路给出了肯定的证据 ，目的 一定要 
达到， R 要是可能达 到的； 我还没有完全得到它，但是我已经发现 
了这样奇异的东西，使我吃惊。如果再失去它们，真是永恒的厄运。 
亲爰的父亲，当您看见它时^您会理 解的。 现在我只能说•我从-无 
所有之中创造； T 一个新宇宙。’②这是什么新宇宙？这就是对平行 
公理的一种否定：过良线〗外一点 P 可以作无穷多条与/平行的直 
线 t 雅诺什当然想不到在不到一个挞纪以后这个发现会如此深刻 
地改变 f 人类对宇宙的看法。英国物理学家汤姆逊 (TMtmon, J. 
J.) 开玩笑地说过 :“我 们有爱因斯坦空间、德西特(加 Sitter) 空间， 
扩张的宇宙，收缩的字宙 ，脉动 的宇宙，神奇的宇宙，说真的.纯粹 
数学家只要写下一个方程就4以 创造〜 个宇宙，事实匕，如果他是 
一个个人主义者，他可以有他自己的宇宙。” 

父亲收到 儿子的 信以后，马上就劝) LT 1 立刻发:表它。父亲在信 
屮 说:“如果您确实成 功地解 决了这个问题，在我看来，有两方面的 


\)转引肖 M * J * Greenberg, find y,/ji-{-JnclutenR (ieoT>iPtTip(, [ 27--^ 1 29 瓦』 

• 之 J 转引自 M * J * Grc^nberg , Eudidenn and Encldenn 27 〜 129 M 、 
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原因您最好快一点发表它第一，新观念会很快地从一个人传到另 
一个人，而那个人会发表它；其次是因为，似乎确有这样的事，许多 
东西似乎都有一个时机，时机一到就在几个不同的地方被发现，好 
象春天的紫罗兰处处开放一样。” ® 

雅诺什把自己的著作以“空间的绝对科学”为标题作为一个附 
录发表在他父亲的书《为好学青年的数学原理论著心一 
ventuten Studiotfa 讯 in Stementa Math&seoa ， 1832) 后，原文是拉丁文。 

(附带说一下，绝对几何学一词也属于他）。其实，他在 1 S 25 年就已 
将这著作寄给他以前的一位老师父亲连忙把此书寄给高斯 
——当时公认的最杰出的数学大师——希望得到支持和发表。所 
以当雅诺什读到髙斯给他父亲的回信 (1832 年 3 月 6 日）时，这位 
暴躁的青年人是什么心情就不难想见了，如果我一上来就宣布我 
不能称赞这个工作，您当然一时会大吃一惊:然而我别无他途*称 
赞他就等于称赞我自己，因为这个工作的全部内容，您的儿子采用 
的途径和得到的结果，几乎和我自己的沉思完全一样。这思想萦绕 
我心已有 30 到 35 年了（注， 1 S 32 年高斯 55 岁）。因此，我极为惊 
奇/’ 

关于我自己的工作，迄今几乎全未发表，我原来的打箅是，当 
我在世时不去发表它。绝大多数人没有理解我们的结果的洞察力， 
我只遇到很少几个人对于我告诉他们的东两多少有点兴趣.要理 
解这些东西.首先必须清晰地觉察到需要做些什么事，而正是在这 
一点上大多数人是模糊不清的。此外，我原来计划把这一切最终写 
出来，以免它们和我一同消亡， 

所以我大为吃惊，因为我已不必再费这番功夫了 * 我尤其髙兴 
的是，以如此卓越的方式^过了我的，是我老朋友的孩于，① 

雅诺什对此一直耿耿于怀.但确有证据表明，高斯早在】5岁 
时就着手研究非欧几何了。高斯思想的发展大约可分两个阶段。第 


①同[:书，〗40页 & 
102 



一阶段里髙斯还玎算证明平行公理。17卯年12月口日高斯给父 
亲鲍耶依的信中说:“至于我，在工作中已取得一些进展.然而我选 
择的道路并不引导我达到所寻的目的，而您则说您已达到它宁 
可是迫使我怀疑几何学本身是否力真理。 

确实我已得到许多绝大多数人认为是证明了的东西:但是在 
我着来，它们完全不是，举例来说，如果能作一个面枳大于任意已 
知面枳的三角形，我就能完全严格地证明整个几何学， 

绝大多数人肯定会以此作为一个公理。但是我呢?不1不管三 
角形的三个顶点相离多远，其面积确实可能会小于某个界限/力 
但到年后，高斯开始认识到可以否定平行公理而建立一 
种几何学，他先称之为反欧几里德几何，以后又称为星空几何，最 
后才用非欧几何这个词.18〗7年，商斯写信给奥尔伯斯 (Olbem 
Heinrich W . M . 1758—1840) 说，我越来越相信,我们的（即欧几里 
德的)几何学的必然性是不能证明的，至少是人类理智无法证明， 
也不能靠人类理智去证明它。说不定在另一个生命里我们可以洞 
察空间的本性，但是现在还做不到 W 24 年他又在给陶林努斯 
( Taurinus , Franz Adolf , 179^—1打 4 )的信中更详细地讲到他对昧 

欧几何的发现，关于您的打算，我没有什么话(或者没有很多的 
话)可说，只能说它是不完全的。实在的，您关于平面三角彤内角和 
不大于180°的证明稍欠严格。但是很容易弥补，无疑可以最严格 
地证明这种不可能性 & 但是在第二部分，即内角和不小于情 
况就不一样了；这是关键之处，所有的沉船都是由于这块礁石9我 
想，您从事这个问题的时间还不长，我则已经想过它30多年了。关 
于这个第二部分，我不相信有谁比我想得更多，然而我没有发表过 
这方面的任何东西。 

假使三角彤的内角和小于 18 CT 会得到一种奇异的几何，和我 


① 见前引 R* Bonola 的书 6S 页， 

② E 前引％ 1 ，二 Greenberg 的书 142 〜 144 页 , 
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们的（欧几里德)几何大不相同，然而又是彻底相容 的9 我已经把它 
发展到自己完全满意的程度，我可以解决其中一切问题，但有一个 
常数无法确定，而它是不能先验地决定的。这个常数取得越大就越 
接近于欧几里德几何，取它为无穷大时，两种几何就相同了 D 这种 
几何的定理都似非实是，在无经验者看来是荒唐的，而冷静地细想 
一下，又确无不可能之处。例如三角形的边长取得足够大时，三个 
角可以任 意小; 然而不论边长取得多么桉，三角形的面积都不会超 
过一个确定的界限，也不会达到它。 

我力图在这种非欧几何中找出一个矛盾 ，一 个不相容之处，而 
终于无成 I 其中有一个与我们的直觉相反的事:若这几何为真，则 
当有-个自已特定的尺度(但我们不知道 K 在我着来，尽管形而上 
学家们有光说空话的智慧，我们对空间的本性了解述太少，甚至一 
无所知 D 所以一见到不自然的事就认为是不可能的事。而当我们 
在地上或天上测量时，很可能会遇到可与此尺度相比较的量，所以 
这呰常数可以后验地确定。这样，有时我开玩笑地希望欧几里德几 
何不真，这样我们就有一个先验的绝对测量标准了。 

我井不害怕任何一个具有爱思考的数学头脑的人会误解上而 
所说的一切，但无谂如何此信请看作私信切勿公开，切勿以任意形 
式发表.说不定若假以闲暇，我自己会发表它。”① 

高斯讲到的三角形内角和与面积的关系、面积的界限、那个常 
数以及长度的绝对单位，下面都会讲到。他不肯发表自己的结果, 
除了因为他对自己极为苛求而不愿发表仟何自己认为不够完美的 
东西，更重要的是他对“形而上学家”的颐虑，即指当时在思想界占 
了统治地位的康德学派.高斯还说过.他害怕“比奥西亚 ( Boetia ) 人 
( 古希腊雅典以东地区的人,雅典人认为他们愚蠢、矫饰而无真知, 
所以看不起他们。这里则栺康德派的门徒）的喧嚣，，，而他又“极为 
厌恶被卷进任何玄学争论”。 


①见前引 M . J + Creenbcf ^ 的书1 *2 〜144页, 
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第一个系统发表这种非欧几何的是俄罗斯人罗巴契夫斯基 
( JIoSa^eBCKHK IlHKO.iaH 1792— 1856 ) c 他生于下诺伏哥罗 

德城，即今高尔基城， U 岁就读于喀山大学，师事巴特尔 （ Bartd ， 
Johann Martin , 1759- 1 836) fl 此人又是高斯的朋友，且时有过从。 
1811年，罗巴契夫斯基读了高斯所著《算木妍究》 

和拉普拉斯的《天体力学》。 18 H 年，他在喀山大学谋 
得教职，教学之需使他注意到 T 行公理。1816年沙皇亚历山大一 
世因为喀山大学成了进步政治活动的中心而任命了一个顽固的校 
长马格尼茨基 a 罗巴契夫斯基于1821年继巴特尔任教授，对马格 
尼茨基极为不满。后来，他逐渐成了大学的中心人物也成了监视的 
对象.因此，当他把所著《几何学》一书交付出版时受到政府的严厉 
批评，特別是批评他采用公制，而公制是“法国大革命的产物％ 
1826年2月23日，他发表了著名论文《几何原理的简明叙述及平 
行定理的严格 址明: K 审査者当然完全不能理解它而一致加以否 
定。他只好在1829年将该文作为 C 几何原理》一书的附录而发表. 
又遭到圣彼得堡科学院的不公正批评 J 也并未因此泄气而写了《新 
几何原理以及关于平行线的完全理论》，并缩写成一本小册子在德 
国发表于1840年，同样又遭到德国数学界的批评 J 8 N 〜 t 846 •他 
任喀山大学校长，后来竟被免职。晚年疾病缠身终至失明，到 IS 55 
年他为大学50周年而撰写 《泛几 何学》时，只能口授了。 

现在我们来看一下罗巴契夫斯基 18)0 年在柏林用德文出版 
的小册子《平行线理论的几何研究 Unterstichungpn zur 
Theortc der Faraltelltnmi) q 这是流传较广的著作 _ 有 羽埃尔 （Hoiiel , 
j .) 于 18 SS 年的法文译本，1891年有哈尔斯泰德 ( Halst e d ， G . B .) 
的英译本， ® 可见于 R . 的《非欧几 何肀》 一书的附录，其英译 


①就作者记忆，抗 B 战争前有他的“平行线论”中译本，由商务印书馆出版。惜乎 
年代久远，该 书巳不 易找到 。原名 * 译者亦均不详，特忐于此，尚盼博闻者有以 
教之。 
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序言中还有一些大数学家的评论。 

高斯：“作者以大师的手笔和真正几何学家的精神讨论了这个 
问题，我想我应提醒您注意此书，略一浏览必会给您以最生动的快 
感' (1846 年 11 月28日致舒马赫 （ Schumacher ， H - K . ， 1780— 
1 S 5 G ) 的信 h 

克里福德 ( Clifford , W . K . ,1845—] 879,他是一位了不起的 
数学家， W 岁死于肺结梭，一生工作只有15年，可是他的影响却 
—天天明显了。） ：“罗 巴契夫斯基之于欧几里德，正如维萨留斯 
CVesalius , And 如 s ， 〜1站 4 ,比利时解剖学家，近代解剖学的 
奠基人）之于盖伦 ( G a i efi ,130 〜 2 00?希腊医学家和解剖学家），哥 
白尼之于托勒密， 

西尔维斯特 ( Sylvester , James JoseptM 8 ] 4 〜18町）：“四元数是 
代数摆脱了乘法交换律羁绊的例子，这是一种解放，好象罗巴契夫 
斯基使几何学从欧几里德经验公理下解放出来 一样， 

很值得注意的是_19世纪中叶 
的数学家都谈到“解放”，这是为什 
么？我们下面再来讨论它。现在回 
到罗氏几何或者称为双曲几 
何。在上述的小书中罗巴契夫斯基 
先讨论了一些绝对几何学定理。然 
后考虑一直线及其外一点4以 
及过4的直线東 d 作灿丄 SC ， 邪丄灿，在欧凡里德几何中，只有 
^ 不与此相交 4 可是罗巴契夫斯基认为有许多直线均不与相 
交，它们组成以为边的角是过4而且不交的直线的界 
限，它们自己也不与相交 & 罗巴契夫斯基只称为 BC 过4的 
平行线，而我们则称一切过4而不与 ㈤ 相交的直线都是平 行线。 
我们又称 P 与仙的交角为相应于灿的平行角 （？ 也与仙交于同 
角），记作在欧几里德几何中 7 rUZ >)=90% 现在则当/ I 趋 

向 Z ) 时趋向无劳时趋向0,罗巴契夫斯基发展了一 
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整套三角学，具体地算出了 4劝 ）， S 
找到了长度的绝对单位。这些我们 
以后再讲 & 

罗巴契夫斯基提出他的几何学 
是有物理学——天文学上的考虑 
的^例如，设 E 是天狼星 ( Sirius )， P 、 

是地球在轨道上相距半年时的位 
置，称为天狼星的视差。 

在天文学中是通过视差来决定恒星到地球的距离卽〜财的。故 
这是欧几里德几何。按我们习惯了的几何，当恒星无 
限远去时， r - o 。 但是谁知道在宇宙深处会发生什么事呢（回忆一 
下上一章讲到欧几里德的第五公设时曾看到，他力图避免无限，是 
不是也想到了这一点呢？)很可能 P /2 有一个正的下界4即图中 
的于是过 P R 位于 ZSrfT 中的一切直线均与 AT 不相交， 
因而可以称为财的平行线,于是过^点可以作的无穷多条平 
行线。罗巴契夫斯基因此认为他的新的几何学会在天文学屮得到 
证实 & 他下一步详尽地发展了这种几何学与三角学，并且找到了长 
度的绝对单位 9 可是罗巴契夫斯基指出，这是一个极大的天文距 
离，因而这种几何的效应只有在极辽远的宇宙深处才会表现出来 . 
以上的论述来自罗巴契夫斯基《新几何原理以及关于平行线的完 
全理论》一书 * 

现在要提出一个很有意义的问题 ：为什 么萨凯里尽管发现了 
许多非欧几何的定理却终于停步不前？原因在于他对欧几里德几 
何的“信仰”与“忠诚"，使他不能走向新的境界^为什么后来鲍耶 
依、髙斯、罗巴契夫斯基几乎同时发现了非欧几何？除了因为他们 
都与当时最重要的数学中心哥廷根大学有直接或间接的联系，而 
平行公理问题又是那 时人们 注意的焦点之一而外，确实是因为，春 
天到了，紫罗兰到处含苞待放，两千年的思考与探索，已经使非欧 
几何呼之欲出，重要的是思想的解放，跨过思想的障碍，这就是克 





服康德的空间观，而这是非常眼难的，所以即使高斯这样的科学巨 
人也踌躇不前. 

伟大的学者的命运都有两重性。一方面他建立了丰功伟绩 ，把 
科学文化推向前进。另一方面，他太髙大了。所以象牛顿所 说的： 
“站在巨人肩上”这 也决; 不是常人所敢企及的事。所以，他们又时常 
成为偶象，或如培根所说的“幻象' 亚里 斯多德是如此，康德也是 
如此，牛顿何尝又不如 此呢？ 

康德 （Kant Immanuel , 1 72 彳一 ] 8O 4 ) 是德国古典哲学的创始 
人。不说他是最重要的哲学家，他的博大精深的批判哲学体系使他 
至少可以列为其中之一。我们不在这里讨论他的哲学，因为那实在 
是班门弄斧，贻笑人方了 但是康德确实关心何以欧几里德的几何 
学和牛顿的物理学有如此普遍而且几乎是无可怀疑的真理性□他 
在《任意未来形而上学绪论》 （ Prolegomena to Any Future Meta- 
舶 w 似， IMS )— 书中说:“佘等可以信然断言，某些先验综合知识、 
纯数学与纯物理为真实且已给定的，因二者均含有被彻底承认为 
绝对肯定之命题……但均与经验无关 /什么 是先验综合知识或如 
康德常说的“先验综合判断 ”呢? 先验自然是指先于经验的“非如此 
不可的' 柏拉图认为数学知识来自对理念世界的“追忆”，笛卡儿 
认为来自“良知”，这些都是先验论.康德的论据则认为，例如三角 
形内角和为 ISO 。 不可能是经验真理，因为前已说过，经验的积累 
只能使我们达到“大多数三角形内角和十分接近于〗80。”这样的 
认识，而且，经验真理必随经验之积累或被否定、或被修正、或者越 
来越可信，越具盖然性 ( plausibility )* 数学真理当然不如此。三角形 
内角和为，从人们发现它以来难道不是放之四海面皆准且万 
古不变的？所以，几何知识是先验的。什么是分析或综合知识呢？ 
“分析”命题即谓语是主语--部分的命题。例如“白马亦马，，，谓语中 
的“马”是主语“白马”的内涵的一部分。因此，若否定它将陷于逻辑 
的矛盾 6 凡非分析命题者即为综合命题。凡通过经验才能认识的 

命题都是综合命题，例如“十月革命发生于 I 9 】 7 年，，只能通过经验 
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才能得知.但康德和他以前的哲学家不同，认为经验知识以外亦有 
综合知识。几何学即先验的综合知识 . 可是这怎么可能呢？为了 
解决这个问题，康德花了整整年，写出他的最重要的哲学著作 
《纯粹理性批判 wre Reamn , m \) ，而且他自比为哲学 
中的哥白尼式的革命 u 康德承认存在有感觉之外的物，他称为“物 
自体' 这是引起感觉的原因。它在我们知觉中的呈现，康德称为 
“ 现象' 但物自体是不可认识的，它也不存在于空间或时间之中。 
现象由两部分组成，即由外界的物引起的感觉，与我们的主观的一 
神认识的装置或框架，称为感觉的“形式”。这一部分是先验的。感 
觉的纯粹形式有二，即空间与时间。康德不承认有现实的空间与时 
间。所以，康德一方面以论证牛顿力学的普遍真理性为己任，另一 
方面又抛弃/牛顿关于绝对时空的实在性(绝对性问题将在第三 
章中讲到）。为什么呢？康德指出，如杲承认时空的实在性,将陷入 
不可解决的矛盾——康徳称之为“二律背反 ’’( antowny ) ——有四 
种二律背反，各由正题与反题组成 & 第一个二律背反是关于时间、 
空间的；其正题是:世界在时间上是有开始的，在空间上是有界限 
的；其反题是:世界在时间上是没有开始的，在空间上是没有界限 
的。康德解决这种二律背反的方法即是认为时间空间是先验的“直 
观”，我们用这种感觉形式去整理杂乱无章的感觉,就有了关于空 
间的科学几何学.就好比我们戴了蓝色眼镜去着世界，一切都成了 
蓝色的一样。康德证明空间的先验性 的泡点 其实来 自欧几 里德儿 
何，康德想说明这种几何的普遍真理性的裉源，就陚之以先验综合 
判断的性质.把它说成是人生而具有的认识框架，感知的方式，若 
不用这神几何学就不能感知世界。所以，欧几里德几何是综合的， 
又是先验和必然的。 

康德的理论影响极为深远。黑格尔的辩证法正是通过二律背 
反而来的。如按康德的理论，就不可能有非欧几何，这是注定了的。 
康德学说是几何学这条大船航道前的一座冰山 g 我们前面讲的还 
只不过是冰山的尖.读者会问，如上所述，康德理论不是很容易“批 
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判”的吗？如果造成这祥的印象，作者愿意告罪，并且希望，凡打箅 
批判康德者先去读读原著，如果不害怕那些艰深晦涩的文章，就证 
明他已经有了好的开始了 9 克服康德，这只有一个时代的人类的探 
索和实践才办得到 。 过分简单化的通俗作品通常带来的最大的害 
处之一就是使一些血气方刚的青年人自以为不必下苦功夫就可以 
达到光辉的顶点了 D 不过也不必泄气，顶点总是可以达到的，只是 
要 K 苦功夫罢了 & 

作者不知道高斯有些什么样的哲学思想 6 但是在他有关几何 
学的著作中使人感到，他是十分关心物理学、天文学、测量学的 6 许 
多人可能不知道 T 髙斯在哥廷根大学的职务并不是数学教授而是 
天文台长。他又是电报的发明者(不知不觉地发明了 h 他和合作者 
威伯 （ Weber , WilhelnvlStM 〜 ） 在研究磁学时历史上第一次 

作出了一个粗糙的电报机。他们二人做实验的地方相隔颇远，一天 
晚上，管家为他们送夜宵时，髙斯发出了也许是人类历史上第一个 
电报 :“管 家已经来了'当时没有莫尔斯电码，高斯和威伯还设计 
了一套电码 i 用磁针向左、右偏转作为 M ， 这样设计了人类历史 
上第一个二进制讯号系统。髙斯作大地测量的基点和过该点的子 
午线至今仍在哥廷根大学天文台一间教室的地板下面，不但供人 
参观，而且还在使用，例如 ； 利用卫星和激光测距来验证板块学 
说。®高斯所用的望远镜和这个电报机都供人参观，令人产生一个 
想法:何以当时用这样简单的仪器会作出如此重大的贡献，而今天 
……高斯为了验证我们的空间究竟是否欧氏空间，曾用三个+山 
头 ( Brocken ， Hohehagen 和 Tnsclsberg ) 作三角形顶点测得此三角形 

内角和为 180 V 55%但由于实验容许的误差大于85"，所以他 
什么也没有 说明。 从高斯的整个学术活动来看，他的学术思想与康 
德的思想是大相径 庭的。 至于罗巴契夫斯基，我们不妨从他的《新 


①这些材料来自年作苔参观这个天文台时 ，一 位退休的老台长亲口告诉我 
的。 
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几何原理》 （〗 8 2 S ) 中引一段话;“自欧几里德以来二千年的时间间 
隔中，（证明平行公理)全然没有结果，这使我怀疑•所想证明的事 
的真理并不 含于事 搀的自身之内，要想证明它，需借助于实验，例 
如天文视测，和征明其它的自然规律一样。”我们前面又引了他关 
干天狼星的讨论。这些都说明他的空间观与康德是相反的 6 

非欧几何的出现结束了康德时空观的统治，也可以说，给康德 
哲学一个沉重的打击。这是人类思想又一次大的飞跃，它的意义在 
一个多世纪后的今天越来越明显。 


§3罗巴契夫斯基几何内容的简单介绍 


我们把采用了与平行公理相反的公理的几何学概称为非欧几 
何学。有不同的否定方法，所以有各种不同的非欧几何学。习惯上 
人们都把鲍耶依、高斯和罗巴契夫斯基创立的几何学称为非欧几 
何学是不准确的，应称为罗巴契夫斯基几何学〔罗氏几何学），或用 
克莱因的名词称为双曲几何学。它与欧几里德几何的区别在于它 
把平行公浬代之以下面的公理而保留公理 I， n .n T 

双曲性公理 （罗巴契夫斯基公理)存在某一直线/以及其外 
—点 p 使得经过 p 至少可怍两条不同的直线与；平行。 

由此立即得到一个重要推论。 

定理 1存在一个三角形其 ^ 

内角和小于180% 

证 令/与 ^是上述公理中 
提到的直线与点 ，过 P 怍叫丄/ 

而 Q 为垂足。绝对几何学允许我 i 

们作这一垂线再作讯过 P 且与 
W 垂直。由内错角定理§ 1.定 
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理 1, 这是绝对几何学中的定理，所以现可以使用)则是按 
公理应该存在的另一平行线 . 令是〃上一段且介于之间， 

I 上取一点 R 使与在 PQ 同侧，使得 

ZQRP<ZXPY (1) 

(注意:证明还要费一点事，要用公埋 v 必定位于 
之内，否则将位于内而 px 与相交(证明要用帕士定 
理），这与 u /// 相矛盾 & 总之 

^RPQ<^XPQ (2) 

由（1)、（2)相加有 

Z 作开十 Z 以^十 Z 况叫 <9( r +/ xpy 十幺大7^-=180°， 

即△叫 A 内角和小于 18 CT 

在绝对儿何学中，我扪巳证明了（ § 1,定理 6) 若有一个三角 
形的内角和为 W 0% 则有矩形存在，从而一切三角形内角和均为 
180°。现在既有一个三角形内角和小于180%则有 

推论一切三角形内角和均小于 L 80% 

现在回到公理，在那里并没有说：对任意直线£以及其外住意 
一点/ > 都可以作至少两条不同的平行线，因为这是一条定理. 

定理2对任意直线 f 以及其外任意一点 P 均可过 P 作至少 
两条不同的直线平行 L 

证和上面的定理一样，先作 m 丄 PQ , 从而 m // L 在/上另取 
—点 A 并过 R 作吐;，再由 P 作郎丄 t ， 于是因为 PS 与；均垂直于 f 
故二者平行:但 W 不能与 m 重合，否则 聊 成为一个矩 
形.而由绝对几何的定理（§ 1,定理 R )， 一切三角形内角和均为 
180°，这与定理1矛盾 u 

有人以定理2作为公理，不妨称之为普遍双曲性公理。 

在上一节中讲到瓦里斯利用相似性公设来证明平行公设。所 
以在罗氏几何中不会有相似二:角形的概念 & 准确些说,我们有 

定理3在罗氏几何中若两三角形之对应角合同，则三角形 
亦必合同。 

] \2 


证设 A>iBCcoAA F P 但不合同，干是任意两个相应边均 
不合同，否则由 m ( § 1，定理 2) 可知它们合同。不妨设 AB > 
A f B } 而取 B rf 使 AB ^^ A 1 B r ，取 P 使 AC t , = A f C f ，必有 AC > A r C 1 0 
否则因 AIF ^)W BC 与 妒 C " 之同位角相 
等，而由内错角定理 BC // W , 若以在此之外必与肊相 
交而又与平行性矛盾9 这样 AAITC ” 位于 AdM 之内，而得一四边 
形 BCC 嗜 ，其四个内角和为 360' 用一对角线将它分为两个三角 
形，则至少有一个不小于 W 0' 这又是 矛爵， 证毕. 


A' A 




这是一个很重要的定理6在罗氐几何中既没有相似形、则指定 
了角（<60。)而作正三角形其边长应该是一定的.因此指定一个特 
定的角即可得一特定的氏，而我们可以用它怍为氐度的绝对单位。 
这一点下面还要讲到。 

在欧儿里德几何中，我们时常把平行线看成是处处距离相等 
的直线。许多人 IF _ 想利用它来证明平行 公理. 因为 f 行公理已知 
在罗氏几何中不成立，上述概念在罗氏几何中当然也是不成立的。 
事实上我们有 

定理4设 f 与 r 平行，丄" M 在/上， A 在"上。于是在 

f 上至多只能找到另一点仏便向^作垂线⑽（汉为垂足)时 

BB f ^AA f 

证用反证法，设有两个不同点 1 C 使 rr 丄，而且 = 
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A _ B g i BB ( 三 CC ，于是 DZBS’ / f OACC A t 

nwa ^ 都是萨凯里四边形。但我们 
知道，萨凯里四边形的顶角合同，所以 
_ [ ZBAA f =/_ACC^ , 

A f T>i* Q* 1 

ZCBB ! 二 由此 

mi] ZOAJ f -hZACC^ ^ZABB f 

-^-ZCBB f =W0 。， 并且 

Z^44^ =ZACa ^90%这就是直角假设，而在罗氏几何中这是不 
成立的。 

这个定理告诉我们，直线【上的点可以成对的分开如(山幻， 
(e t zo, …，而旦 A4f 三 im , cc>^nrr .但它们互相决不合同 
BB ^ 等这些线段只垂直于^而不一定垂直于“所以我们不妨把/ 
画成弯曲的。（记住在前商讲到萨凯里四边形时 （S 2 >•也把 其侧边 
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画成弯曲的，而 ii 也指出那不是偁然的。其实问题在于直线为什么 
—定是“直”的？直线的“直”是什么意思？在第一章介绍希尔伯特 
《几何基础》时，我们说过.直浅是没有定义的6当然“直”也是没有 
定义的。那一个公理系统是“抽象理论”，而允许有不同的具怵解 
释 & 例如在椭圆几何中可以把“直线”解释为球面上的大圆。下面 
我们会看到罗氏几何中的“直线”也允许解释为我们“肉眼所兄为 
弯曲”的东西。现在这样画是为了再提醒一下读者要习惯这一 切）。 
在这个情况下/与 r 有公共垂线，而且是/与 r 之间的最短距 
离。但是定理4既然是说至多有一点 仏则也 可能没有这样的点。 
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这时 / 与〃可能没有公共垂线与最短距 
离，如图43那样的情况。 

定理5 设/与 r 是罗氏几何巾两 
条平行线，而且 （ 上有两点与"等 
距，这时〖与"有公共垂线，它是/与 " 
之间的最短距离. 

怔我们仍用图 U 和它的记号。 


匚 - J # 疗 R 4 是一个萨凯里四边形 g 令五与把分别是 与 A ' / r 之 


中点，则由下述引理 是 i 与" 的玲共 垂线，而且抑^ 与 
BB f . 对于；上任取一点 C ♦作其对对称点 D，mr p ，也可以 
证明与⑽。因此，挪是/与"的最短距离 c 

还要注意，公共垂线若存在必是唯一的 . 否则…〃以及两条 
公共垂线将构成一个矩形，而在罗氏几何中，是没有矩形的. 

引理连接萨凯里四边形上下底中点的联线是上下底的公共 
垂线，而且其长小于侧边。 

证先看 与 ABEB f ，由萨凯里四边形的定义三 
AA f = Z ^ AA ( ，由于£ 是仙 的中点，故狀三狀，总之 
△ 灿/ ^ ABEB * ，而有 W E = B f E , 再看 AA 与 △ 及五 F , 由& 
u . 亦知它们合同从而 三乙 f ! F ， D 而均为直角。同理 
ZZ 朋 P 也是直角而 D B E ▲ c t 
现，是公共垂绒 ， 的证 -~l ; T \ /]~I ^ 

明要利用萨凯里四边形之顶角在； \/ \/ ； 

罗氏几何中为锐角，从而 I /\ /\ ； 

< Z 仙妒。详细证明可参看专 -!— _ L _ U _!_ 

D ^ E f A f c r 

书并不难，但有些复杂 a 

也可证明小于任意的 ^ 4 ' 1 


①例 如 ] AL M. J. Greenberg , Eaclidtait and N(jh- Etictidptui Georjiptries 131 页，） J 越 3 ， 
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W (丄山方法是怍对称的⑽， 
再对证匕 CC R L 是萨凯里四边 
形，即 CC ' = DD ， ，然后应用上面 
的定理。 

此定理的逆也对，即有 
定理《 若/与〃有公共垂 
线 d 则 l // l f 且公垂线是唯一 


的，且若在〖上取 两点七 £使瓦 
是其中点，则（与^在两点等距。 

证仍用图可以用内错角定理证 （§ 1，定理1)，这是 
绝对几何学的定理，所以这里可以用 □ 其它部分易证 

这样看来，平行线可分两类:第一类是有公共垂线的平行线, 
它的存在与作法都可以根据内错角定理 d 第二类是没有公共垂线 
的平行线。由普遍双曲线公理(即定理2)，过 P 对；至少可作两平 
行线，设其是有公共垂线的，另一个双是否一定没有公共垂线 
(或者在另一点处仍会有公共垂 线呢？ 这里需要分析一下 过尸指 
向印--侧的半射线束一上的射线批到与；垂直的这 
些射线中有一些如是与〗相交的（第一类），有一些如则是 
与〖不相交的（第二类）。对这些射线应用连续性公理(也就是对这 
些射线与的交点应用戴德金分割理论），可以知道有一条极限 
的半射线称为左行极限平行线，与它对称的称为右行极限平 
行线，于是我们有 ‘ 


定理 7 PX 与 PK ， 均不与/柑 
交，过^之半射线当且仅当位于 
内时才能与/相交。 

证我们只来用反证法证明 /> A _ 
不与 Z 相交，其余部分是 容易证 明的/ 
设 PX 交 〖干 f ，在/上取一点 r 使 r 

在之间。于是射线/ V 属〒第一 
ue 


p 



a 



W 类。但件是第〜■、二类半射线的界 
限，故其上侧不会有第〜类半射线。 

R 有极限平行线与（没有公共 
垂线，而其它平行线则均与/有公 
共垂线。我们只稍微讲一下希尔伯 
特关于后一部分延明的大意，前一 
部分的证明请参看前引 Greenberg 
的书163〜164页的习题。在/上取两点使之到 m 的距离相 
等-娜 =现 ，再在 （ 上任取两点使其到 m 的垂线适合 
>石汐 c 在 W 上取二点芯使斗 E 三8技 ， 丽 EF 1 又是适合 抓三 
的射线 。可证 EF 必交 f 于一点 又取 （ 上一点夂使 五 /f 
三此，，于是□价/"' W ^ u ^ BKK f R ，从而 HW =KW .即 //， A ： 到 
饥等距。由定理 5 即知；与彷有公井垂线。 

极限平行线时常称为渐近平行线，而其它的则称为发散平行 
线，我们可以示意地把它们画出来，力什么画成这样的“曲”线，读 
者由上面几个定理可以看得很清楚 □ 事实上可以证明当一点 Q 沿 
渐近平行线无穷远去时，距离可以变得任意小。 

渐近平行线与公共 垂线叫 之交角特別重要，它称为平行角， 
记作 1 KPQ )。 这是线段的单调函数 a 当 P ⑺时,它趋向 90 ' 而 
当 P — o 时，它趋向 ( T 。 每一个锐角均是某一点 P 对某一〖的平行 
角。而 H 要平行角相同，不论在何处，由/"向^怍的垂线即均 
是合同的。因此，我们可以取-个特定的角例如 45°, 并以其相应 
的叫作为任度的绝对单 
位。高斯在他的信件中已讲 
到了这一点。 U(PQ) 称为 PQ 
的罗巴契夫斯基函数。罗巴 
契夫斯基和鲍耶依的重大贡 
献就是具体写出了这个函 ^ 

数: _ 
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定理 8 

n { PQ ) 是以角度表示的， a 则是以弧度表示的： 0/180) 

• 是叫的欧氏距离, fc 则是一常数。因为欧几里德几何 

的距离是相对量，当枝度单位变化时 d 会改变一个常数因子，但角 
度 a 是绝对量;直角的弧度是 V 2 是不会改变的。因此必须是相 
对量。若以地球轨道半长轴为单位(请回忆一下罗巴契夫斯基讨论 
夭狼星视差的情况）4>6>00“丨长度的绝对单位大约是 i ( T 光 
年，所以我们可以想到用实验来证实三角形内角和小于会多 
么困难 。 和 10" 光年相比，任何天文测量都是无穷小了，何况高斯 
的三个小山头呢？这里的 ft 就是高斯想要确定而未成功的常数!写 
到这里,作者忍不住要重复绪言里的 句话: “用理性的手指去酏 
摸夭上的星辰 

到这里我们不能不接触度量问题。上面我们说3是欧氏距离1 
读者已经可能 会想： 在罗氏几何中什么是距离？这是一个很重要 
的问题。距离以及下面要讲的而积都是几何图形的一神度量 & 度 
量应该是几何图形（记怍 A , 不一定指三角形）的一个正值函数 
f (厶）， 对它应有两个基本要求： 

1. 不变性 :合同 的图形有相同的度量。 

2. 可加性则 /( A ) = /( Al )+/( A.) d 

对千线段灿的长度(仙），我们应选另一线段然后在灿 

上怍与之合同的还剩下一小段戌 仏于是 

d(AB)= d(AA 2 ) + d{A 2 B) 

= d (_ AA \) + d ( AiA ^) + diA 2 B ) 

= 2 d { CD } -h d { A 2 B ) 0 


C C t V 
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由阿基米德公理，只要有限步以后就一定会或者走到 B 点或者留 
下不到 CZ ) 的一小段 4 再把⑼平分(记住，在绝对几何中是可以平 
分任意线段的）为 则 d { CD )^ d { CC x y ^ d { C , U )^2 i { CC } )^ 

所以 = 再用来量斗仏仿此以往 ，经过 一个极 

限过程总可得到-个常数(记作并注意，按此作法^川= 
])使以仙)=1仙40^)。如果取⑶之长为单位 : rf ( CD )= l , 即得 
可以看到至此欧氏距离与罗氏距离没有区别。区别 
在于 :在欧 氏几何中可以用任意线段作为单位 67); 在罗氏几何中 
有一个饫约 10 U 光年数量级的有限长线段作为绝对的长度单位。 

面积则不同了，诚然面积(例如三角形的面积)也是一种度羞， 
应该有不变性和可加性 D 但在欧氏几何中有矩形作为那怕是相对 

的基本图形或单位，而可知三角形面积 为+底 X 高。罗氏几何中根 

本没有矩形 I 但罗氐几何中三角形有亏值 = 
( Z 4+ ZB + ZO ] (这里用角度制计算，也可以用弧度制），而亏 
值也有可加性和不变性。故若以 S 记面积，则可知面且 
可以证明，这一类函数只能是线性函数 

S = C6 

问题在于如何确定(7。这里我们有 

定理 9 AABC T 的罗氏面积=^^5(八>1此 ) D 

高斯在17岁时就发现 f 这个关系，但是无法决定 C ， 决定 C 
的是罗巴契夫斯基。这里可以得出一些结论 & 

推论三角形的罗氏面积必小于 

由于在欧几里德几何中 = 故若要上式成立，必须 
有无为 因此欧几里得几何就是罗氏几何的极限情形.高斯说的 
三角形面积不会超个(而且达不到）一个常数，这里我们也看清了。 

我们不来讲如何证明这些定理了。只提醒一点，罗巴契夫斯基 
和鲍耶依都作了十分详尽的三角运算，都把他们的几何学与球面 
三角学密切联系起来。看来，要在槪念上突破什么决不只是叫几声 
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解放思想就行了的事，少不了过硬功夫，许多数学家都说数学是 
一门手艺，这是有道理的 & 读通俗数学书有一个极大的害处，即以 
为数学是不要下苦功夫，凭讲一下什么“基本思想”就可以学到手 
的。这是一个极大的误解 & 


§4数学 -一 人类悟性的自由创造物? 


怀特海德在《科学与近代世界》一书（1925,中译本译者何钦。 
收入商务印书馆汉译世界学术名著丛书， 1989) 中“作为思想史要 
素之一的数学”一章 中说: 世纪时 t 数学的一般影响减弱了。文 
学中的浪漫主义运动和哲学上的唯心主义运动都不是从数学家开 
始的。”这当然与 17-18 世纪的理性主义思潮的影响成了鲜明对 
比^作者继续又说，甚至在科学领域里的地质学、动物学和一般生 
物科学的发展都完全与数学无关这一世纪科学上最惊人的成就 
便是达尔文的进化论。因此，按照这个世纪的一般的思想状况说 
来.数学远远地退居到后面 去了。 这倒不是说数学被忽视了.甚至 
也不是说数学没有发生影响 . 19世纪纯数学的进步几乎等于从毕 
达哥拉斯以来所有各世纪的总和 6 当然，由于技术日趋完善，进步 
是比较快的。我们纵使是承认这一点，但数学从1800到 190 Q 争这 
-段时期中的变化仍然是惊人的 a 如杲我们把前一百年也数看 
-看现代以前两百年的情形，我们也许会认为数学是在17世纪的 
最后25年间奠定基础的。发现基本要素的时期可以说是从毕达哥 
拉斯起一直到笛卡儿、牛顿和莱布尼兹这个时期，但发展成熟的科 
学则是在最近250年才出现的。这并不是夸耀近代天才的高超，因 
为发现基本要素本来比发展科学要困难的多 。”① 
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这一段话是很有见地的。确实，数学在19世纪中不再如牛顿 
的《原理》那样处于核心地位，这是科学进步的表现。但是这绝不是 
说数学不再作出自己的贡献，甚至也不是说，它只是作为其它科学 
的工具，或者说是婢女(很能千的婢女），而不再对人类总的思想起 
作用 a 恰好相反，它的作用更深刻了，而其全部后果恐怕直到今天 
也还没有完全显现。这一阶段数学中最大的变化是什么？不妨说 
是数学的对象和方法的自觉的变化。数学的对象从人类的直接经 
验向“人类悟性的自由创造物”的转化。 

非欧几何的出现是一个标志，后来，每当人们在数学中提出 r 
什么新的创造性的、与传统相反的理论或观念时，时常爱用非欧几 
何作比喻。到了这个时期，人们才真正依靠自己的理性突破自己直 
接经验的束缚提出完全创新的理论和概念。恩格斯在《反杜林论》 
一书中，对数学知识的来源说过一段话，纯数学的对象是现实世 
界的空间形式和数置关系，所以是非常现实的材料 6 这些材料以极 
度抽象的形式出现，这只能在表面上掩盖它起源于外部世界的事 
实。但是，为了能够从纯悴的状态中研究这摆形式和关系，必须使 
它们完全脱离自己的内容，把内容作为无关重要的东西放在一边； 
…只是在最后才得到悟性的自由创造物和想象物，即虚数。 ”&对 
恩格斯这一段话应该从历史发展上来理解。数学最原始的来源当 
然是非常具体的东西 D 但正如恩格斯说 的：“ 想要使它们脱离自己 
的内容”，“这种能力是长期的以经验为依据的历 史发展 的结果。” 
古代人能从五只羊、五条鱼、…等等抽象出“5”来，是-个了不起 
的成就。数学抽象的能力正是人类智力发展的重要方面之一，这也 
正是数学对人类文化的重大贡献。而这种能力是在长时期人类实 
践的历史中形成的，是人类的一大进步。这一点几乎没有什么人会 
反对了，但是数学抽象能力的发展在古代与现代是很不相同的。上 
述从五只羊、五条鱼等等抽象出“5”来，多少是不自觉的，因而这个 


①见克思恩、格斯选集)第三卷，人民出版社页。 
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过程是漫长的，直到不久以前，还可以找到这样的原始部落，那里 
的人还只能数到\而在现代，人们越来越自觉地应用逢种抽象能 
力。非欧几何的出现既然表明了人类可以完全突破自己直接经验 
的束缚，而创造出人从来没有经验过的几何学，则在数学的其它部 
门乂为什么不可以这样做呢?人创造出种种数学研究的对象，唯一 
的约束就是它要能解决问题，要能提出新的前景.新的洞察力 。 我 
们已经用了很大篇幅来讨论几何学 t 其实代数学的发展是更好的 
例子， 下面我们就以恩格斯说的虚数为例说明这种数学抽象能力 
的发展„其实非欧几何的出现只是这种发展达到成熟的一个标志， 
这个过程早就已经开始了。 

最早用虚数― - 复数的大概是卡丹 （ Cardano , GerolaniQ ^ 
]50] — jS 76), 他在1545年的一本书上讲到三次方程的解法时偶 
然用到它，尽管越来越多的人被迫应弔它，但总认为它是无法理解 
的。所以到年莱布尼兹还说“虚数是圣灵的完美而奇妙的避 
难所，也差不多是介于存在和不存在之间的两栖类，@到]9世纪 
人们才清楚地理解了它。这里,高斯的几何解释起了很大的作用。 
到今天，对于一个髙中学生，复数也不是什么了不起的难点了。 

但是，人们-直是步履蹒跚地接受复数的。人们一直想找一种 
几何图形，使复数变得更直观一些，更接近人的直接经验。真正认 
识到复数是一种人们不必迫究其直观形象的对象，而把它作为一 
种代数结构来研究，从而作出了重大贡献的是哈密尔顿 (Hamilton 
W. R. 1805-1865) ，但是他也不能完全摆脱过去时代的阴影，他 
是爱尔兰数学家，也是物理学家。他也是数学史上少有的天才:五 
岁时就懂得了拉丁语、希腊语、希伯莱语 t 八岁又通晓了德语、法 
语，到十三岁时又学会了阿拉伯语、波斯语、梵语和其它六种东方 


① 转引 自 F • Klein t ELempnlarmaU^matik votn hoheTpn Siandfunkfe I 〈舒 潮序等 

译，高现点下的初等数学 •第一 卷 t 湖北教育出版社，〗 9 的, M 这是 •本名 
赛 ，冇大 積的历史资料。 
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语言。当他被公认为第一流数学家时，年仅1?而已。他关干复数 
的想法 如下: 。十^中的“十”号其实并非通常意义下的加法，因为 
不同性质的 a 和^是不能象2和3那洋加起来成为5的 . 因此 
h 其实就是一对实数 a 和6,不过次序有关不能把6放在 a 前。所以 
哈密尔顿认为复数就是一个有序的实数对 ( a ，6) fl 复数运算的法则 
就成 r 实数对运算的法则： 

(a f b) + (csd) = (a ~\~ <'，5 + d). 


(a,6) * (c，<0 = (ar — bd y ad + 6c)* 

如果我们不提起 

(a + ftO Ct + = ac - {- bci - j - adi + hdi 1 

= ( ac . — bd) 十 (ad + hc)i, 

则至少第二个公式对我们说来就是一种相当随意的规定了。但是, 
哈密尔顿首先是一个物理学家，他还是力求从物理出发来理解这 
些法则，在他看来，复数可以表示为平面向量（例如力那祥的东 
西），而其加法规则就是力的合成的平行四边形法则。在这里我们 
看到哈密尔顿仍然不能完全摆脱物理学中所反映的人的直接经 
验。但是,他的伟大贡献是由此又提出了更新的代数结构。因为力 
学中的力不一定是平面向量，更可能是三维的向量 。 如果用 
表示三个“分力' 则此向董也应该表示为实数的有序 U 元组 
(〜，七 ，…， O , 或者引入《个“ 单位' ，…，6而将它写成 Ah + 
邮 2 + _**+« A ■这 种东西.哈密尔顿称之为超 复数. 那么会不会有 
超复数？它的运算规则应该是什么？对于加减法——还有“乘以实 
数 ”: AOit +(1 必 … I )^e 2 I | Xa.e n 都很好 

办，问题在于乘除法。例如乘法，如杲我们模仿复数乘法(其实就是 
形式的应用分配律和^=一1)应该有 

H 

(ACi 十…+ + …十 b H e n ) = y ^ aJ^etej 

如果希望它仍是一个“超复数”，就应庚有一个“规 ir : 
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t，j = f，2，“*，rt. (1) 

这其实是 V 个方程 ，称为“构造方程”，而希望上面的乘积等于超 
复数 ca + …就应该有 




C t 


k = 1 ， 2 1 … ， n. 


( 2 ) 


如果想作“除法”，即已知 A 心，…，屯和 Q A ，…， c •，从上面的方程 
组去求 而众所 周知，这不- -定 可解，5卩令可解也不一 
定是唯一的。 

哈密尔顿为了解决这个困难 ，日复 一日、年复一年地艰苦劳动 
着。他终于发现，必须放弃二元的超复数面考虑四元数(准确些说， 
是把三维向量看成四元数的持例屯这里有四个"单 
位”，即1山;』.若 C 1 4=0,就得到实数;若 c = d =0 就得到通 
常的复数；三维向量祝+ 0 +处就是 a = 0 四元数 n 关于结构方程 
(1)，哈密尔顿给出了一个乘法表 


■ 

■ 

■ 

B 

D 

■ 

■ 

■ 

D 

D 

■ 

■ 

■ 

D 

■ 

B 

B 

■ 

n 

B 1 

m 

■ 

■ 

D 

■ 


但是，哈密尔顿发现，他必须牺牲乘法的交换律。 例如卜 i = l 但 
i _ i = _ k 。 这是数学中一个了不起的时刻。哈密尔顿后来这样回忆 
e 己发现四元数的一瞵山 ，明 天是四元数的第十五个生日。1843 
年10月16日，当我和夫人步行去都桕林 ( Dcmbiin ) 途中来到勃洛 


0；转屮占今数学思想 h 第卷 J 77 页，文字样有修改。 
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翰 ( Bmugham ) 桥的时候，它就来到了人世间，或者说出生了 .发育 
成熟这就是说，此时此地我感到思想的电路接通了，而从中落 
f 的火花就是之间的基本方程;恰恰就是我此后使用它们 
的那个样子。我当场抽出笔记本，它还在，就将这些做了记录，同一 
时刻 ，我感 到也许值得花上未来的至少 tO 年（也许15年）的劳动。 
但当时已完全可以说，这是因我感觉到一个问题就在那一刻已经 
解决了，智力该缓口气了，它已经纠缠住我至少年了/，当然 、囚 
为哈密尔顿是一个物理学家.而作为四元数的特例的复数又有明 
确的力学意义 ，他当 然会考虑四元数的力学意义，并且得知它可以 
用来表示一个向量的旋转同时缩小放大。读者若有兴趣可以参看 
前引的《髙观点下的初等数学》第一卷,68—75页。尽管作者克莱 
因十分强调这种力学解释对电动力学与相对论的意义，今天的读 
者已经有了更好的数学工具来描述它们，而不一定要用四元数了。 
四元数本身尽管知道的人不甚多(大约专门读代数的人知道得多 
一些）.终究还被接受为一个实体 f ，而不必一定要问它与旋转有 
什么关系 4 真正重要的有革命性的事实是，它打破 r 乘法必须适合 
交换律这个“定见”(我不想用多少有些贬意的“成见”二字）。在这 
t 一方面•它十分类似干非欧几何破除了平行公理这一“定见”。到今 
天，任何一个懂一点量子力学的人都知道破除乘法交换律有多么 
重大的意义，但是在当时，哈密尔顿同样是“从一无所有之中创造 
了一个新宇宙 

19世纪中叶，大约随着非欧几何的出现.“创造”了大量的数 
学对象■例如矩阵。现在很难说，谁是第一个创造者，但这个名同 
首先是西尔维斯特 ( Sylvester , James Joseph ? J 814— ! 897 )使用的。 
把它作为一个数 f 实体来对待的，旨先是凯莱 （ Cayley . Arthur , 
IS 21-1895), 矩阵的出现没有那么多的浪摱色彩，人们接受它也 
比较容易。但仔细想一下，它不但不适合乘法的交换律.而且还具 
有“零因子”，即 4、 B 两个矩阵可能都不是 0 ,fR ^ 还有许 

多“创造物”，例如八元数、拟四元数等等，一个基本的精神都是否 
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定某种公认的运算律 1 由于这些新数的重要性有限我们就不多说 
了，但是十分必要提一下另一位伟大的数学家格拉斯曼 
matin , Hermann Gilnther , 1809—1877) 

格拉斯曼的伟大贡献是创建了髙维线性空间的理论。在第一 
章中讲到笛卡儿的解析几何的意义时已提到了 n 维空间，真正完 
成了这个理论的则是格拉斯曼。他没有上过大学而是一个中学数 
学教师，同时又精通梵文^由于他不是处在数学圈子的中心，他的 
著作又常常蒙上一层神秘的色彩.文字又晦涩，因此相当长的时间 
中不为人所理解。其实，当哈密尔顿在建立四元数理论时，他正在 
进行更为大胆的创造，研究《维超复数(今天我们称为 n 维向量) 
的代数 d 18彳4,他出版了《线性扩张论 》 (ZJte Lineal Ausdehnungsl^hrfO 
一书，多年后仍不为人知 a 1862年他又修订了这本书，改名为 《扩 
张论 KtoMw ) ，仍然效杲不佳。在我看来，真正的原因 
在于他的思想趄过了自己的时代， 

格拉斯曼的理 论与几 何学有密切的关系。但他在自己的书中 
强调，几何学研究的对象并不一定要是物理空间 4 儿何学研究的对 
象是一神数学构造 + 它可以适应于物理空间，但不必限于物理空 
间.与哈密尔顿相比，如果说晗密尔顿费尽心机地想把自己的创造 
与他所十分熟悉的物理和力学协调起来，格拉斯曼则更加自由” 
地发挥自己的创造才能，并相信这种“悟性的创造”迟早会带来丰 
硕成果 D 所以，他虽然在自己的著作中多次讲到这个理论的几何意 
义和力学意义，其真正的价值仍在于提出了一神代数构造而远远 
地离幵了人 n 的直接经验， 

用我们现代的记号，格拉斯曼考虑的是 H 维向量… 
+ + 这里的 是单位 ， tf 可以 

表示自空间原点起的有向线段(格拉斯曼确实称为线段 Strecke )， 
则是《在6上的投影.也可以认为 a 表示一个点，即该有向线段 
的终点格拉斯曼的重大贡献是提出该点有 n 个坐标 
…，穴- 因此不妨写作 a =( a lf a 3 ^^ , a m ) ,这就与哈密尔顿把复数看 
126 



成实数的有序数对一样了。 

然后格拉斯曼考虑了〃维向量的运算。例如加法是； 

a + = («] - {- 

这与哈密尔顿是一祥的。不同的是乘法。格拉斯曼定义了两神乘 
积一一内积和外积。用现在通用的记号，前者是 

1 O’E #， 

后者则记作6 Ah 而有 

^ A ^ = - e , A &，(不适合交换律） 

A S } = (注意并不是零） 

哈密尔顿给出了一组构造方程： 

jl 

e t X ^ ^ cf /. ， 

而格拉斯曼则把 A A q 本身也当个“单位”——一个二阶单 
位。 在三维向量的情况下很容易看出内外积的几何意义 ： hi = 

74+4+4即其 K 度，而若之交角为0.容易证明 
« ■ — |^| * | ^ |cosfi* 

至于外积，则利用分配律（格拉斯曼承认这个规则）有 

P = a /\ fi = (£ E 2 ^3- af 3 ft ) e 2 A h A e [ 

这是一个二阶的超复数，它的大小经过-些计算是 

\p\ = {ia 2 ^a^ 2 y ~h (^3 ^,-cei^) 2 + (a 灼 -a#i) 2 )j + 

= \ ct \ * I ^| sin ^ 

即以 《、 P 为棱的平行四边形面积，而 P 则认为是该四边形的有向 
面积。格拉斯曼把这些概念推广到一般的 in 进一步指出 
是以这三个向量为棱的平行六面体的有向体积 & 

格拉斯曼的工作远远超过他的同时代人。他在世时，他的著作 
没有得到人们的承认.幸运的是，他似乎有点不求闻达于诸侯，淡 
泊自处，搞点梵文以为自娱。但是哈密尔顿和格拉斯曼的工作，再 
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加上我们没有讲到的数学天才伽罗华的工作，汁现代抽象代数之 
先河，而这个数学分支当然是数学的核心的一部分 b 

再看一 今天。抽象代数的特点之一是人完全自觉地应用自 
己的柚象能力创造出沖种新的数学对象,，如果说在丨9世纪这还只 
是少数走在时代前面的大数学家们的韦，今天这就已经成为人们 
——不止数学家——的常规武器了。我们不妨以自己的经历来看 
这种能力的形成和发展□甚至对于幼儿园的孩？，接受3+2 = 5完 
全没有困难，这3然不能说现在儿童的“智商”比许多原始部族的 
人还要高_而应归之于历史上人类实践的积累。以我们米说，在大 
学里 j 学到向量的时候还有一点生疏、惴惴不安之感。说“矩阵就 
是--个数表”，我们 也只好 被动地接受。那时有的同学要发点 牢骚; 
“数学就只有他说的，他怎么说都行，我怎么说都不行何是这种 
生疏之感逐步地消失 r . 不过一两年，向我们这批学生讲到线性空 
间、群、环、域、非交换的乘法……我们也不感到可怕了，心里觉得 
确实有那么一个东西是我们能理解1熊掌握的。这当然并不是我们 
这批学生一下子都超过 r 哈密尔顿、伽罗华这些绝顶的天才，而是 
人类实践的积累起了作用。抽象与否在很大程度上决定 T 接受者 
的背景。从整休上看■在⑴世纪以前数学处理的对象都还是比较 
接近于人类直接经验的东西。恩格斯说的“悟性的自由创造物”虚 
^数，其实对于现在的高中生也没有什么神秘了。现在几平每一个数 
学家都会提出某种“悟性的创造物”作为自己的研究对象，设计一 
套公理系统.推出种种结论.别人对他的反映首先不是因为他越出 
了一般的定见而惊奇*而是会问他究竟能解决什么问题 . ffif 只有到 
他得出惊人的结果时，别人才会惊奇，他是怎样想出来的应该 
要注意，恩格惭写《反杜林论》花了两年多时间 （彳 875 -1877)，这 
时.非欧几何出现了，四允数出现了. 〃维空 间的几何出现[%数学 
中的新内容不知有多少是“人类悟性的 ft 由创造物'以至 子索托 
^( Camor , Georg , 1^5 .“ 1918) ——集合理论的创始人说“数 

学的本质就在干它的自由'大钓正是恩格斯活动的年代是数学发 
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展的极为重要的年代。现在需要回答的问题是 :这个 由人类直接经 
验向“悟性的自由创遗物”的转变是进步还是退步？ 

对于多少知道-点数学的人来说，这个转变是极大的迸步，对 
子数学圈子外面来说，这个转变则时常是造成种种误解的根源。 

第一个也是最重要的误解是:这种转变是数学脱离实际的表 
现 4 上述怀特海德的引文可能造成一个印象：只有从毕达哥拉斯到 
牛顿.数学才直接从外畀（时常是通过物理、力学、工程技术）得到 
新问题、新思想，恰奸相反，18〜19世纪以后这个过程大大加速 
了、扩大了、深化了。第一章中我们说过，在科学的数学化的同时， 
也出现了数学的科学化，这是当代数学发展的主流。数学的主题仍 
然是“认识宇宙，也认识人类自己。”问题在干，只凭人的直接经验 
能不能认识宇宙？为了认 i 只宇宙，人发明了望远镜、显微镜，大家部 
承认这是进步。例如我们谁也没有见到过“一个或两个原子”，但是 
大家都相信确有原子因力我们做过许多“实验”，证实 r 原子存 
在。但稍微过细推敲一下发现问题并不那么简单^古希腊就有原 
子学派.他们绉然谁也没有“见”过原子、反正这是哲学家们的事， 
哲学家又都是常人不必理喻的怪人，所以我们不必去议论了。店来 
人们说.化学中的定比定律、倍比定律是原子存在的证据。但是细 
想一下这完全是一种数学推理 :参加 化学反应的各种物质的量都 
是按自然数成比例的，因此反应物必定都是一个一个粒子,这种比 
例就是粒子个数的比例。可是大家都说定比定律1倍比定律是英国 
化学家道尔顿 （ DakotuJohrM 766 —的“实验”结果，其实，如 
果毕达哥拉斯泉下有知，必定会收道尔顿为自己的门徒的 。道尔 顿 
又一次证实了宇宙是数生成的。真£证实 r 原子存在的人恐怕是 
爱因斯坦，他在1903年一篇讨论布朗运动的论文（这一年他发表 
的另外两篇论文，一篇讲光电效应，证实了光的量子结构；另一篇 
创立了狭义相对论）.才确实地证实了原子存在，可是仍然是依据 
推理，而没有“看见”原子，更没有“摸着”原子 & 总之，要认识宇宙就 
得有工具.不但要有实验仪器，还要有推理。这本来是自古而然。而 
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到世纪则是更系统地.几乎完全脱离了直接经验，甚至也不针 
对 某个特 定问题•由逻 辑推理提出的也不一定是关干某个问题的 
具体推断，而可能是一种结构，一个理论，甚至是暂时没有任何应 
用的理论，一定要经过相当的时间，才由实践证明它的伟大意义， 
如果说这不是进步，还能说是什么呢？ 

这个转变的意义只有以科学史来验证.乘法不可交换对干常 
人是完全无法理解的，但是如果没有它就不会有现代的量子物理 
学。现在许多人都知道有所谓“测不准原理”，而且写出了不知多少 
文章来讨论其“哲学意义'怛是似乎很少人知道在数学上刻划测 
不准性质时用的正是表征某些物理董的算子(物理学家更愿意用 
“算符”的说法，反|£也是“人类悟性的乾由创造物”！）的“乘法”之 
“不可交换性' 我们在这本书里无法讨论数学与量子物理学的关 
系，非欧几何学为相对论的出现铺平了道路，则将是 F —章的中 
题。不但是新的数学方法、数学思想为相对论和量子物理学的出现 
铺平了道路，而且这些新的物理理论也都是越来越超过了人类的 
直接经验，而越来越具有人类悟性“自由创造”的理论结构的特点。 

说这个转变是伟大的进步还有一个理由，是它伴随着另一次 
伟大的思想解放，即从人类直接经验的束缚下的解放。正因为这 
首先是在数学王国里实现的，当然就引起了数学以外的人们的误 
解了 。 数学对〜17世纪人类的思想解放起了极大的推动作用 。 
宗教的权威衰落了 _从中世纪的天主教的思想统治到自然神论，离 
无神论只有一步之遥。到19 ® 纪，上帝连这一个位置也保不住了。 
试想，如果上帝确实按几何学设计了宇宙，那怎么会既有欧几里德 
几何，又有非欧几 何呢？ 世纪的数学家面临的是另外一场思想 
解 放:从 人类直接经#的束缚下解放出来。作者愿在此大敢妄评康 
德。他的时空观其实奠基于欧氏几何和牛顿力学，他的哲学的任务 
之一正是要说明当时人类直接经验到的东西，即缉时人类实践的 
总结，具有普遍的绝对的意义 g 为了说明它，康德就把它说成是绝 
对的先验的东西。所以高斯要摆脱这种绝对的先验的东西自然会 
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十分踌躇了。到今天我们十分明白欧几何、四元数3维空间正 
是更深刻地刻划了宇宙，但当时都是以“悟性的自由创造物”的形 
式出现，因而难以得到人们的认可。应该说，从自己千百年形成的 
习惯和直接经验的束缚下解放出来，其困难央不亚于从宗教统治 
下的解放。培根讲过人有四种偶象或幻象，其中之一是“部族的偶 
象”， 他说： “部族的偶象是在人类本性中及在部族乃至整个人类中 
与生俱来的 a 因为人的感觉被错误地看作事物的标准 & 与此相反， 
人的知觉，无论是其感觉或其心智都是以人为参照而非以宇宙为 
参照，人类的心智象是不平的镜子，把自己的性质转娬绐了事物， 
光线原由事物发出，而镜子使之扭曲变形。” ® 象哈密尔顿、凯莱这 
些人都难免为自己的定见所束缚，例如他们都不接受非欧几何, 
其实稍微反思一下，人们会对自己成见之深哑然失笑还是以原子 
为例。近年来，用电子显微镜人们终于看见”了“一个两个的原 
子”，于是大家都"放心”了 & 但是你真 "看见 ”了什么吗？如果真有 
那么一个原子，它与电子束相互作用，通过种种极为复杂的装置， 
仪器自动地对观测结果进行傅里叶变换，不知经过多少中同环节, 
才在你的大脑的某一部处生成了一个“像”，于是你说“看见”了。且 
不说这中间有多少技术上的困难，至少有许多观念上的困难 . 例如 
绝大多数人都以为原子是一块小而又小的石头那样的“粒子”，而 
现代的量子力学会告诉我们并不是这么一回事可是我们完全不 
顾仪赛自动地进行数学推理这个事实，偏说是自己“看见”了，而且 
由此深信不疑，反过来，当数学推理的结果已经说明了、预见了那 
么多的事实，却偏偏不敢相信，这不是很可笑吗?所以，毫无疑问可 
以说，正是在19世纪数学用“悟性的自甴创造物”解放了人类自 
己，使人类理性走到了直接经验的酣面，这才真 5 E 表现了理性的力 
童， 


①转引自 Kline ， -WaiACTnoi 财 ， (fte low o/C ㈣ Univ. Press ， 1980 ， 71 


131 


不喜欢数学的人还注意到了这个伟大进步的副作用。一是许 
多数学家冥思苦想着连自己也不知道是什么的理论，都变成怪人 
了 4 我们一位朋友第一次见到他的外甥时，得到的评价竟是4姨父 
并不是古怪的人，怎么会是数学家呢? ”二是这些数学家在滥用理 
性的力量，其实搞的是“自己想象的自由创造物”，他们脱离了实 
际，脱离了人类认识世界的总的潮流，数学走进了死胡同 a 数学家 
们终日以泡制“论文”为能事。有人统计现在每年要发表25万个新 
数学定理，而十年以后人们还记得的不知只能剩下几个?所以数学 
家们干钠是最省劲的事 6 反正他们也没有干什么坏事，就让他们去_ 
写"论文”吧,虽然于事无补，无益尚亦无害 & 真那么轻松吗？哈密 
尔顿关 T 发观四元数的那一段自述，最好不过地说明了数学家的 
创造过程是多么艰难。他们并不是随七、所欲地“自由创造”,康托说 
的“数学的本质是自由”.其实是思想在极端闲顿之后不得不走这 
条路的“自由'真正能在这条路上得到成果的只是少而又少的人。 
王国维在《人间词话》中有一段脍炙人口的名言，用在这里还是十 
分贴切的，因此全文抄录于次:“古今之成大事业、大学问者，必经 
过三神之境界，昨夜西风调碧树。独上高楼，望尽天涯路。，此第一 
境也；‘衣带渐宽终不悔，为伊消得人憔悴\此第二境也…众里寻 
他干百度，回头蓦见*那人正在灯火阑栅处\此第三境也。此等语 
皆非大词人不能道然遽以此意解释诸词，恐为晏欧诸公所不许 
也。’’亦未知能得读者之心否？ 

还是回到那些“自由创造”的数学论文吧。我们当然不能希望 
每个作者都是哈密尔顿。可以说，绝大部分论文都是不会结果的 
花。有些论文的作用在于磨炼一种方法，弄清某些细节;有些论文 
是传递火种的薪柴，火焰将在其他人的论文中升起。花幵在这人的 
论文中，果结在他人的身上。这是没有办法的事，也是人类为了自 
己的进步不得不付山的代价。成干成万的人参加到数学研究的队 
伍中来，多数人的工作没有显著的成果，只有少数人得到了胜利。 
但是.没有这么多的人孜不倦地把自己的终半.奉献出来而不计 
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得失1，就不能想象科学和文化的进步。科学的舞台犹如夏夜的星 
空，点点明星由无底的黑暗衬托，可是这无底的黑暗并不是空虛， 
而充满了宇宙尘埃、灭 t 了的或正在生成的星体等等。没有它们那 
有灿烂星空呢？我们绝大多数人都只能在深沉的黑喑背景中得一 
席地。没有这样的胸怀，怎能从事科学呢？所以，用科学以求个人 
名利实在是最“不”优的选择，远不如去“ 创收' 如果说+大多数人 
的精力都是浪费了的，则人类社会中浪费了人的才智的事、“脱离 
实际”的事难道还少吗 J 成千成万的人每天晚上坐在电视机前“欣 
赏”着“人类悟性 （？） 的自由创造物”又该作何论呢?纯情少女、白马 
王子、亿万豪富、武林高手;地下党员必徜徉于灯红酒绿之中，千钧 
一发自有美女前来相救，怎么没有人说这是“脱离实际”而认为是 
有“娱乐作用”？世人何以苛求科学家如此？每念及此，总想到大物 
理学家玻尔对一些电影的评价，总想向别人讲一讲这个故事.我要 
感谢这本书的编辑，允许我也“浪费”一点宝贵篇幅以博得会心的 
微笑，物理学家卡斯米尕回忆起和玻尔在一起看了一部电影后玻 
尔的评论：“我不喜欢那部电影，太不可信了 jp 个坏蛋带着潭亮的 
姑娘逃走，是符合逻辑的，常有这种事。桥在他们的马车底下坍掉， 
虽不大可能 T 但我还是愿意接受的 & 那位女主角挂在悬崖上方的半 
空中*更不大可能了，但我仍可接受.我甚至慮意接受恰在千钧一 
发之际汤姆 * 密克斯骑着马来了。但是有那么一个家伙恰好在这 
个关头带着电影机把一切过程拍了下来，我无论如何不相信”。① 
可怜的科学家啊，您在无穴可走无税可偷之际，何妨也欣赏一下这 
种"人类悟性 （？) 的自由创造物”，略加评论，聊以自慰？ 


①引自文集《尼尔斯 • 玻尔》中，卡斯米尔作，0忆1929〜1931年代 '上 海翻译 
出版公司，1985,115〜116页。 - 
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§5 罗氏几何的相容性 


“人类悟性的自由创造”并不是“自由编造”、“随意杜撰”。当人 
的理性思维突破了人类直接经验的局限以后，没有可以直接检验 
其真理性的东西了，不能直接由实践来检验了。这时还有什么必须 
遵从的规矩吗？答案是逻辑。在不能直接检验的时候提出逻辑的 
标准，既是必要的，又是一大进步 & 这样做至少避免了许许多多矛 
盾和错误，而且能把数学理论_到极深极远处，得_许多结论，而 
这些结论时常是可以用人的经验，或日用物理学,土日用人类的实 
践来检验的。所以，没有逻辑的标准,对深层次的数学理论的检验 
时常就成了一句空话 a 逻辑的规律既然是它必须遵守的，相容性问 
题——即无自身的矛盾——则成了首要的问题。 

欧几里德几何的相容性问题归结为算术的相容性，这一点在 
第一章里已经讲过。罗氏几何的相容性却可归结为欧几里德几何 
的相容性。证明的方法是找出罗氏几何的欧几里德模型，如下面 
讲的克莱因模型和邦加莱 ( Poinca re ， H e nri ，1854— l 9 12) 模型，首 
先提出要寻找模型的是贝尔特拉米，当时还没有很明确的相容性 
概念。人们欢迎这些模型，倒宁可说是因为它们驱逐了当时还笼罩 
在罗氏几何上的神秘主义的色彩，它们使人感到罗氏几何无非是 
欧几里德几何一部分——换一个说法而已。后来，人们又发现只要 
罗氏几何是相容的，欧几里德几何也必定是相容的。因此，把二者 
之一看成是附属的是没有理由的。至于相容性需要证明也是逐步 
认识到的.罗巴契夫斯基和鲍耶依在他们的著作中，除了应用了绝 
对几何的知识而外，还应用了不少球面二角学的知识，这种三角学 
是由欧几里德几何衍生出来的。所以，他们相信自己的新几何学不 
会产生矛盾，其实是根源于他们对欧几里德几问无矛盾的信念。下 
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面我们就来介绍这两种模型 t 

我们违反历史发展的顺序，先介绍邦加莱模型4几何学始于一 
些无定义的元素和其间的一些无定义的关系。邦加莱模型（以下简 
称尸模型）中也要先定义一些元素(一律冠以 P 字） t p 平面、 P 直 
线和 P 点。 

P 平面是指〜个圆周 r 的内域， r 称为 P 平面的绝对,其实就 
相当于我们通常说的无穷远处。 P 点就是通常的点。「外的点我们 
不考虑。 Z 5 直线比较麻烦，我们规定^直线就是与 r 垂直的圆弧. 
两个圆弧——或者更为一般的说，两条曲线的交角，即在交点处切 
线所成的角。若该角为90°(仍是欧几里德意义的 9( T ), 则称它们 
垂直。这里，直径也是 〃直线 ，它是半径为 m 的圆弧，但其它的弦 
都不是 P 直线，图50上的 〖与 m 都是 P 直线， 

各类元素之间有三种关系 :“在 …之上”或“联结”，对，元素 
而言与欧几里德意义一样，所以也不 M 以 
字 母匕但 P 合同是一个复杂的间题 & 在欧 
几里德几何中“合同”概念可以用等价的 
“运动”概念去代替:如杲两个图形“合同”， 

就说有一个“运动”将一个图形变为另一 
个;反过来也一样。那么如何定义 P 运动 
呢？有两神方法，一种是用初等几何的方 
法，即用反演变换 & 这个概念对时下学数学 
的学生是太生疏了（更不说高中学生），其实既有用，又容易懂.有 
兴趣的读者可以看一下 H • S * M _考克塞特与 S • L • 格雷策著 
《几何学的新探索》，北京大学出版社，』986,第五章 。 另一种是用复 
平面的线性分式变換。对学数学的人来说，这也是不应该疏忽而又 
被忽视了的内容。请参看 【I _ H • 普里瓦洛夫《复变函数论引论》 
上册，高等教育出版社，] 953 ,第三章，〜〗 4 2页 （ 我们用后一种 
方法 a 

我们把平面了解为复数^的平而，而以 H =〗为^故/ 1 平面 



困 50 
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即 H <1。 我们定义 P 平面的“运动”就是一个变换，它把 2 点变为 
W 点，二者的关 系是： 


W — e^z — a /1 一 az ( 1 ) 

0是实数0是复数而且 kl < i ， 即^为 r 内一点-^个 P 点。从 

整个2平面看， U ) 是 z 平 面与呢 平面的一一对应，而 r 仍变为 r 
(但 r 上的一个点可以变成 r 上的另一点）， r 内（外>的点仍一对一 
地变到 r 内（外所以 （1) 作为 P 平面上的变换而言-它把整个/> 
平面一对一地仍变为 P 平面。 




变换 （1) 有许多性质①最重要的 有二: 一是它保持角度不变，所以 
称为共形 变换； 二是它把圆弧变成圆弧。综合二者可 见:它 把垂直 
于 r 的圆弧 M 直线）仍变为垂直十「的圆弧直线）所以它也把 
P 角变成/^角 6 总之，把 (1) 定义为 P 运动是合理的。 

我们习惯于认为角度及长度在运动下不变，而若两个图形的 
一切相应的角度与长度都相等，则它们是合同的。由于运动 （1) 是 
共形变换/角的大小确实可以保持。要定义线段之 P 长度，需 
先定义其交比 (cress ratio 或称非调和比），为此先作出 P 直线灿 


①湖南教育出版社将费发行的-套新丛书 J 走向数学： K 其中有李忠著 《双 曲几 
何》.对本节提到的问题作; r 详细而通裕易備的介绍，请读若注意此书和这套 
丛书。 ' 
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在 r 上的端点其交比之定义是 ( AB . PQ ) = 尝 ⑶是线 

段#的欧几里德长度， M 的/^饫度^(仙)定义为 

d ( AB )= \ ln ( AB , PQ )\, 

这样定义的长度应该具有§3讲到的不变性和可加性，这 
里略去其证明^这样我们看到*若4与 P 重合，则(仙 ，印 ）= 0,而 
^耶）=00。4与0重合时(仙，叫）= 00，也有4(仙）= 00。所以，看 
起来当4移向 P 时，仙是有限长的，但其 P 长度成了无穷9著名的 
荷兰画家爱歇尔 （ Esch 过 ， Maurits C 0 rndis ， l 8 9 8 —19 7 1 ) 根据加拿大 
几何学家考克塞特 (Coxeter M * S > 的建议画了一幅 P 模型的图 
(图53,见插页），图中的黑色的魔鬼与白色的天使嵌满了整个 P 
平面，这些黑魔鬼看起来大小不同，但按 P 长度都是合同的，白天 
使也一样，§ 3中我们证明过，罗氏几何中没有相似形，凡相似者 
必合同，从爱歇尔的画里看得彳艮清楚。爱歇尔画过许多在数学上很 
有意思的画，希望我国的读者不久有机会看到他的画集。有一本在 
西方很流行的“通俗”数 学书： 说心也 Eternal Golden 
BraM / KHofstadter * Douglas 著 ， Vintage Books ，1979) 也希望我国读者 

不久能读到合格的全译本， 

余下的是要验证公理 I , I ， I ， V 在 P 模型中成立。例如关 
联公理 I :通过两点必有一条直线，现在变成了一个平面几何作图 
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题 :过圆 r 内两点 AS 作一圆弧与 r 垂直。这当然并不难，但是我 
们可以用另一个办法去作。令 A 代表复数〜则作运动 （1) 使4点 
变成圆心变为作直线0汉，仓当然垂直于「。再用 （1) 的逆 
变換，即可得到过的 P 直线。其它的公理也可以类似地证明 
在这个模型中成立，只不过有的不太容易，特别是合同公理 IU 这 
里我们就不再一一列举了。余下的是看一下双曲性公理.设有 P 
直线 G 它在 r 上的端点是与 义再有 f 外一点于是过 P 和丑 
作一圆弧 m 与 r 垂直，同样作《与 r 垂直于 S 点是左行极限平 
行线，是右行极限平：行线。其上的点到〖的距离当趋向 r 时必趋 
于0,所以是渐近平行线9过/>点经非阴影区域的直线(图55上 
的虚线）是第二类平行线，其上的点到/的距离当趋向 r 时必无限 
増大，所以是发散平行线。这样可见，双曲性公理也成立。 

总之，我们看见罗氏几何在此模型下成为欧几里德几何的一 
部分 d 旦欧几里德几何是相容的，作为它的一部分的罗氏几何自然 
也不会有矛盾，而是相容的/值得注意的是，由罗氏几何的相容性 
也可得到欧几里德几何的相容性9但是因为要用到诸如极限圆 
之类的槪念，我们就不再讲了 . 顺便我们也来看一下萨 
凯里四边形，这样就明白了为什么前面我们时常把它的边画成弯 
曲的了，它的顶角确实是锐角。 

最后讲一下 S 3的定理8,它称为罗巴契夫斯基——萨凯里公 
式，如图56,令叫 ）（ P 长度），《=汉00是 P 处的平行角. 过 P 
作 （ 的极限平行线 I 又作^的切线于是由欧几里德几何(记 
住，罗氏几何已成为欧几里德几何的一部分了，所以可以自由地用 

其中一切定理，这就是模型的好处），心但— 

Zm =号一2^故一子一音.欧几里德距离苑 tg & 而 P 
距离 

d= Hs(PQ f P f Q f )1 



Ilg ( 


I Is 


PP ! 


PQ f *QP ! 
L 


1 十巧 


所以 _ 

, = I + pg = 1 十 tg 戶 

e — i - W ~ i 一 ^ 

由于 

代入上式即得 

e- = tgbOO/2〕. 

可见在 P 模型中又以上的角均以弧度计。 
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既已知罗氏几何的相容性，我们也就知道了平行公理 w 对公理 I ， 
I ，薑， v 的独立性。因为，如果没有独立性，而由 I ， I ，1, V 能证 
明平行公理 N ， 则力入 双曲性公理必与公理 W (作为其它公理的推 
论)相矛盾，但上面已证明了罗氏几何是相容的、无矛盾的，故知平 
行公理的独立性。可以说，两千多年来关于平行公理的争论，其实 
就是争的独立性问题. 

一个形式系统还有范畴性问题。什么是范畴性？为此要介绍 
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罗氏几何的另一个欧几里德模型 



-—贝尔特拉米，克莱因模型（简称 
克莱因模型或灰模型 K 平面仍 
是单位圆 r 的内域 & r 仍称为绝对。 
K 点就是通常的点。欠直线则是 r 
内的弦。三种关系:“关联”和“在… 
之间”仍按通常的意义理解，但“合 
同”要重新解释，这是很复杂的，需 
要用不少射影几何知识，我们这里 
就不来讲了。只是要提醒，欧几里德 


几何的怯度在这里不能用。因为按欧儿里德几何的意义，/即奴2 
(它是罗氏几何的“无限”直线)之长是有限的，但由阿基米德公理， 
它又必须是无限的。欧几里德的角度在这里也不能用。因为 P 模 
型中的运动是共形变换，因而仍可用欧几里德角度作为 P 角度。 
也因此，尸模型称为共型模型欠模型中的运动不是共形变换 ， it 
模型也称射影模型 D 


我们只来验证一下双曲性公理在此成立。图上过 P 的直线 
QQ { 与狀【 的两条极限平行线，而过 P 点且位干角 ZQP 纪或 
Z 崎 的直线（图上的虚线)与 Z 必不相交即为平行线 t 所以过 P 
点对/ 平行的直线有无穷多条 4 


现在要问 P 模型与 K 模型有何关系？我们用所谓球极射影的 
方法来回答这个问题。在平面上放一个球，令其北极为 I 点。自球 
向平面作垂直的投影，其赤道映为圆 rv 。 我们用它作为 A 模型。从 
它的一点向上作垂线，与下半球面得到一个交点。把北极与它联 
结，并延长联线到再与平面相交——这就叫球癡射影，它必位于圆 
(赤道的球极射影）内 。 我们用 r , 的内域作为 P 模型这样我们使 
K 模型的一点变成尸'模型的一点，反过来也是一样，所以 P 点和 if 
点一一对应。又如果有一反直线，也用上面的对应方法在 P 模型 
中找到一个曲线.可以证明它是 P 直线.反过来 P 直线也可以变 
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成 A 直线。所以它们也 
一一对应。三种关系即 
“关联'“在… 之间' 

“合同 ”关系，在这个变 
化下也都得到保持 # 这 
些当然都应该要钲明。 

如杲两种模型具有这样 
的对应关系（即元素要 
一一对应、关系要得到 
保持），就说它们是同构的（即实质上是一样的 h 所以罗氏几何的 
P 模型和及模型是同构的.如果一个形式系统的一切模型都是同 
构的，即如果它实质上只有一个楔型，就说它有范畴性 & 罗氏几何 
是有范畴性的。上面我们"证明”了 P 模型与 K 模型同构，但实际 
上，罗氏几何的一切模型都是同构的。这当然是要花一点功夫才能 
证明的。 



§6关于数学基础 


从 《几何 原本》到 《几何 基础》，两千年的一桩公案该了结了吧? 
可是，天下事了犹未了，我们来看一下已经走到了那一步。数学 
——几何学，因为要脱离个别人的具体经验，在抽象的彤式下研究 
几何形体 t 就必然要以演绎科学的形式出现。演绎科学就必然要有 
一个出发点，因此只能采用公理化的方法 & 对于公理化的演绎科 
学，因为不可能用实验去逐一验证其结论，因此必须要求它具有合 
乎逻辑的严格性。这种逻辑的标准自亚里士多德以来就已经大体 
固定:词一律、矛盾律，排中律是基本的定律，三段论法是基本的推 
理形式，还有著名的蕴含定律:如果命题>1为真，而且4蕴含了命 
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题 b (记作则 s 也为真 ，这 在亚里斯多德称为假言推理 
(modus ponens )， 数学推理正是这样的。要走公理化的道路 ，就 必须 
要研究相容性、独立性和完全性等等问题 。 罗氏几何的相容性已归 
结为欧几里德几何的相容性，而后者又归结为算术的相容性 。算术 
的相容性又是忭么情况呢？几千年来谁又想过会在算术中出什么 
矛盾呢？数学的大厦似乎已建立在算术这一巩固的基础上了。我 
们还应该讲一 T 微积分。原来它的基础是不清楚的，但是到19 
世纪70年代，实数理论 C 经巩固地建立起来了，人们已经懂得了 
这里的根本问题仍是几千年来的老 问题： 无限.康托建立了集合 
论，给出了超限数理其中有一些公理，在外行人看来是没有问 
题的，但内行人仍持怀疑态度。例如选择公理，用最粗略的话来说 
就是:“如果有许多不同的非空集合、则可由每个集合中恰好取出 
一个元素来，内行们要问了：如果是无穷多个集合，怎么能“一 T 
子”就各“取”出-■个元素呢?顺便讲一个敁事^康托是一个天才，也 
是精神病患者，病发 r 就住院，病好了就研究数学，难柽他的数学 
有一种常人难以理解的神秘色彩。他的集合论有人赞成，认为是数 
学的天堂，而“谁也不能把我们从天堂里赶出去 ，有 人则认为这简 
直是神学。其实哥德尔也有些精神不健全。看来，在天才和精神病 
患者之间是没有截然的界限的.但总的说来,20世纪开始的时候， 
人们是乐观的，数学很快就会达到（甚至已经达到了）完全的严格 
性。 

不记得哪一位物理学家也这样描述过本世纪初物理学的情 
况 £ 似乎一切基本间题都已解决了，晴空如洗，只有远方天空中浮 
动着不引人注意的几片小小乌云。可是正是从这几片乌云中引来 
了大风暴，物理学的革命开始了。数学的情况也差不多，在一片乐 
观情绪中已经可以听见远方传来的雷声。 

数学家们不论是否自觉，总是在力求达到真理。但是这个间题 
是如此复杂，19世纪“人类悟性的自由创造物”告诉我们，真理问 
题既不能用几句哲学的结论，例如:“主客观的一致”来代替(其实 
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这是对哲学家们的大不敬了，至少，有影响的哲学家们都是非常深 
刻的人，他们似乎并没有以空话掩饰思想贫乏的毛病，如果有人害 
了这种病，哲学医院”应该收容他们 tt 院），更不能停留在朴素的 
直接经验水平上。试想，数学既已发展成一个严格的公理体系，就 
不能不把它与物理世界的关系问题与另一个问题 一- 即对其本身 
的考査——暂时分开。这样，我们看到了“作为物理学的几何‘和’ 
作为数学的几何”之 区别; 看到了，真伪问题变成了相容性间题等 
等。一句话，我们要问：数学怍为一门严格的可靠的科学，其可靠性 
的基础何在？这是一个反思，用外尔的话说是“哲学的反思与历史 
的反思的结合这样出现了数学基硇的研究，其最有影响的学 
派有三:逻辑主义、直觉主义和形式主义。 

要真正懂得这些“主义”，必须懂数理逻辑。这不是一般人(包 
括作者）能做到的，但是好在作考找到了一本好书： Benacem ^ P . 
and Putnam ^ PhUoso-phy of Maihejnatics^ 19S4 fl 这是一'本论文选。 
其中第一部分是 Symposium on the Fomdatwn of 細;⑻，有三位 

大师：卡尔纳普 （Carnap Rudoif, 1891 — 1 WO )、海廷 (Hey tins, 
Arcnd ,1897 — ? ) 和冯.诺依曼 （Von Neumann ,J »1903 一 1957) 

各怍短文介绍三大学派，应该是许多人(但是要有一点耐心）可以 
读的。虽然成文于巧 3 !，还在哥德尔定理之前，但是应该说是可靠 
的. 

先从逻辑主义说起。第一章就说过，逻辑学的袓师爷是亜里士 
多德.他的逻辑其实是由数学来的 。 为什么数学的公理可以变而 
亚里斯多德的逻辑就一定不能变呢?笛卡儿问过何以逻辑为真，但 
没有回答，只说上帝不会欺骗人。笛卡儿和莱尼布兹都提出过把逻 


①见外 1 尔:“致学中公理方法与构造方法之我见 ivrsuji C ’ ptr^ructive 

« itfflfhenwriMts )， 译文见 t 数学译林年第四期 330 〜 M 0 S 这是近年 
找到的外尔的遗著之一，十分有趣 & 可悄译林汉有说是谁写了段极好的译 
注 g 
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辑符号化的思想，特别是后者，但是没有成功，这在第一章也讲到 
了。接着应该讲到布尔 ( Boole ， GeorgeJ 815— 1864)。他写了《思维 
法则的研究》(也 Investigation of the Laws of Thoughts , IS 5 4 ) — 书，真 

正把逻辑演箅符号化、形式化了 & 这就是现在人们熟知的布尔代 
数。现在不但计算机科学家，而且几乎凡是要用计算机的人都得懂 
得一点布尔代数，他们何曾想到自□受惠于数学呢?布尔当时似乎 
没有想到计箅机，而想的是应用它于概率论，而且，布尔似乎不知 
道莱布尼兹的思想， 

真正把逻辑学公珲化、符号化的是弗莱格 （ Frege , GotUob , 
184 B -1925), 他提出了一些公理和记号，尽管十分 复荦但 确实推 

导出了矛盾律和排中率，他认为逻辑可以是算术的基础，为此写了 
《算本的基本定律 》 （The Fundamental Laws of Arithmetic , Vol 1 ， 

2.〖903) —书。大体同时按这条道路进行工作的还有皮 
阿诺 & 他提出了自己的形式系统，并且不仅将它应用于逻辑，还应 
用于数学公理的表述(与此相对照，希尔伯特的《几何基础 J 中关于 
公理的表述则全是采用文字的，即 verbal expression ) ,皮阿诺写了 
五卷本的《数学公式集 K 心榔纪笏时 Ma 如阳 fcs ， l 8 94— 19(^)。皮 
阿诺对罗素影响极大。19叩年，罗素与怀恃海德在巴黎的世界哲 
学家大会上听了皮阿诺的讲演，受到极大的启发，认识到皮阿诺的 
形式化正是他所需要的。因为他早就不满意于康德的综合先验判 
断，而算术确又不似经验之总结，皮阿诺的形式化给了他以出路。 
于是他与怀特海德开始了《数学原理>(阳“ ㈣ Mathematic , 
〗910—] 3] 3,共三卷)的写怍罗素工作极为勤奋，写作期间每天工 
作十多个小时。至此，数学基础的逻辑主义乃集大成。但如罗素所 
说，这部书最初只是怍为对康德的反驳而成 


①见 RusseU^My Mental DfiveT oP ment ff ( 我的心智的发:展 〉 ，这其实是他的-舒自 
传，成于丨 951 年 □ 作苕是在 Newman ^ J - R,TAr WorM, oj t Vol 1 >si- 

mon ^ schuster, i & 56,381 394 Jit mJ 见到此文 e 
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所谓逻辑主义，按卡纳普 〈 Carnap ， R . 〗的] 一 1970) 的说法可 
以分为有两个命题: “1. 数学的观念均可从逻辑的概念用显式定义 
导出 6 2.数学的定理均可由逻辑公理通过纯粹逻辑的湞绎导 
出'①这种理论明显地与康德相 对立。 康德认为数学知识的性质 
是“综合”的，而逻辑主义则主张其性质是“分析〃的，即可以归结为 
逻辑上的矛盾律和 modus 原则。逻辑主义最大的成就之一， 

是把经典的数学形式化了。罗素的“臭名昭著”的名言 是:“ 数学可 
以定义为这样的学科，在其中我们从不知道我们谈论的是什么，也 
不知道我们所说的是否为真难怪，当他在1937年批评希尔伯 
特数学是按一定规则用无意义的符号在纸上玩的游戏的说法时， 
说希尔伯特忘记了数学在经验世界书的应用，这时别人要讥笑罗 
素健忘了。逻辑主义是否驳倒了康德暂时不谈，造成灾难的是罗素 
发现了逻辑中的悖论 ( paradq , 其实就是矛盾，也就是二律背反, 
即用似乎无误的推理证明一个命题 A 及其否定同时为真）。 
1902年，罗素把这个悖论写信告诉弗莱格，那时他正在写《算术的 
基本定律》第二卷，功告垂成之际，弗莱格当然大为震动，而在书末 
写了一段有名的话:“一个科学家再不会遇到比这更难过的 事了： 
即当工作垂成之际却发现基础崩溃了。当本书即将付印之时，罗素 
先生 (: 时年 30) 的一封信就把我 置于这 种境地/’这种悖论最早的 
就是希腊时代爱皮门尼底斯 ( EpimerUdes ， 公元前 6-7 世纪希腊克 
里特岛的传说人物）的克里特人悖论或称说谎者悖论。用罗素在 


①见 Benaceraf and Putnam ,H.o/Af (此？ C 下称 “ 数学哲学” ）31 

© 这话是] 901 年说的，出处不明，怍者前面希望在 u 批判"罗素时要小心，是因为 
有…个小故事 ； 1918 年，罗累曾固反对第一次世界大战而人狱数月。他在狱中 
写《数学贺学引论这本名著 a 这给监狱 
长带来了灾难 ，因 为他要“忠于职守'认真 u 审査”罗索的 w 言论"有无反对政 
府之处。但是这难道比罗素坐牟更舒服吗？ 
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《数学原理》一书中的表述是:“他说克里特人都是说谎者，克里特 
人讲的其它一切话都是谎话，其实可以用更易懂的说法改成“我 
在撤谎”,并问这是否是谎话?如杲是，则“我在撤谎”是谎话，因此， 
我没有撤谎。如果不是，则我说的是真话，即“我在撒谎”是真话，我 
确实在撤谎如果再换一个形式更容易看出问题之所在 t 设有一 
个命题 { A:‘A 是谎话’丨，并问 A 是否 为真； 若 A 为真，则 “A 为谎 
诂”为真，而 A 不真;若 A 不真，则 “ A 为谎话”不真，即 A 不为谎话 
而 A 为真。真可谓“真为假时假亦真 ，罗素 悖论则是关于集合的。 
他将集合分为 两类: 一类是不以它 S 己为元 t 的集合，记所有这类 
集合的集合为 〜即 每勾，另一类是以自己为元素的集。现 
问 o 属于哪一类？如果属第一类，则^是不以自己为元素的集合， 
所以 〜以 后一个⑴为第一类的记号，可见0>恰好不属于第一 
类.如果不属于第一类，即则它恰好适合第一类的定义性 
质，从而这里的问题何在？这两个悖论有一共同特点，即在 
命题之中涉及命题自身，这种情况称为“自指” ㈣ f — reference ), 罗 
素在书中说，分析一下这些应该避免的悖论就可以看到，它们都 
来自某种坏的循环 (Wdous circle). 所说的坏的循环来自于假设某 
些对象的一个集合可能含有一些元索，它们只有通过集合整体才 
能定义因此，罗素想出了“类型论” (thwry of types) 来解决这 
个困难，简 单地说，我们不妨称个体…为0 类； 由0类元索 
所成的集合称为1类，例如 { a }, c } …都属于1类;以0类、1类 


① 关于逻辑悖论，作者愿推荐一本很严肃而十分有 ffi 的 小书： t 这本书叫什么” 
( Smullyan ， R . M . ts the Name of this fikwjt? Prentice Hal ], 1978) 中文本是康 

宏逵译的，上海译文出版社，1987。书中引入一系列逻辑谜题,从最简单的悖 
论一直讲到 哥癉尔 定理，一本通俗书写到这样的水平 . 才是平 M 之处见真功 
夫， 

② 转引自 Kneebone > G. T» i MuiJieintitical Logic aad the Fotindattons of MaUtenudics t Van 
Nostrand, 1963,113 页， 
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的对象为元素所成的集合称为 2 类 ; 仿此以往，仟何一个集合都只 
能以较低类的对象为元素。这就避免了 aew 之类的事情。当然， 
逻辑中还有其它的坏的循环，因此类型论也发展得更精细，例如有 
所谓同一类中的阶，从而就很难说是很自然的了。 

逻辑主义还有一个问题，即它引用了一些公理很难为人们接 
受。 这里争论多的有：无限公理:对任一自然数都能找到更大的自 
然数; 选择公理，前面已经讲过,这两个公理都涉及存在问题.而逻 
辑主义是主张一切对象均应由逻辑概念用显示定义导出，显示定 
义与直觉主义者主张的构造方法是很相近的，而这里的“存在”则 
显然是非构造的。所以罗素本人在引入这两个公理时自己也感到 
难以说它们是逻辑公理。引起最大困难的是“化约公理 ” (axiom of 
recmcibility )， 大意说不同阶的类可以化到最低阶。什么是阶这里就 
不说了，但大家都可以看到，这里是有点不讲道理了，反正需要什 
么就假定什么 。所 以在 《数学 原理》第二版 G 925) 中，罗素也放弃了 
这个公理，但他一直以为可以找到出路。对于逻辑主义的成就如 
何，不是作者有资格说三道四的 & 当然，罗素作为一代逻辑大师，他 
的影响还会长远存在，正如同他反对康德的思想，而康德思想的影 
响也将 fe 远存在一样 

这样我们就要来介绍另一个学派——直觉主义学派不妨认 
为它是作为逻辑主义学派的对立物而出现的。19世纪数学的发 
展，一个重要的特点是它的研究对象中出现了大量的“人类悟性的 
自由创造物' 这样，数学研究中出现了越来越甚的抽象性 .. 我们 
漫步在抽象概念的世界中，越来越甚地依靠逻辑的指引，依靠公理 
化方法 。 如果没有这些，数学家就可以爱怎么说就怎么说，数学也 
就不成其为数学了。不妨说逻辑主义和下面将要介绍的形式主义 
乃是数学这一特点在研究数学基础时的表现。可是数学又不仅有 
这一个特点。克莱因在讲 ig 世纪数学史(他有一本名著世纪 

数学发展史》 t Jtlejn ， F , PvrfcffuiipCTt ziber die Entlmcklung der Mathematic 

m — 192 7 , 可惜德文原书能读者不多>中黎曼的 
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贡献时有一段话，无疑，对于任何一座数学的理论大厦，其命题的 
严格证明是它的基石。放弃这些证明，那就无异于说，数学的一切 
都由它自己说了算可是，能搜索到新问题，并明确提出新的、意料 
不到的各种结果与联系，永远是天才们创作的秘決 t 没有新观点和 
新目标的不断揭露，数学在追求严格的逻辑推理中，很快就会精疲 
力尽，并将由于缺乏新材料而开始停滞不前 . 所以，从某种意义上 
说，数学主要是由那些能力在于直觉方面而不是在逻辑的严密性 
上的人们所推进的， ® 不妨说，直觉主义恰好反映了数学的这一 
特点 . 

直觉主义思潮来源已久，最早的代表者应推德国数学家克郎 
内克 ( Kronecker ， Leopold , 1823—1891) & 他对康托的无穷集合论十 
分 厌恶。 据说他的名言是，上帝创造了整数，其它一切都是人造 
的他根本不承认实数理论，所以，当林德曼 （ Lindemann ， Ferdi - 
tiamM 852 — 1939) 证明了 n 是超越数时，他说，您关于 a 的漂亮 
的研究工作有什么用呢?这种无理数既然不存在，又为什么要研究 
它呢?”本世纪初的一批法国数学家，如波莱尔 （ BorehEmile )、 贝尔 
( Baire , RW )、 勒页格 ( Lebesgue , Henri ) 虽然赞成实数理论，但都反 
对选择公理。邦加莱则认为根本没有必要把实数理论公理化，这 
批数学家都有直觉主义倾向，但却没有系统的理论。系统地提出直 
觉主义理论的是布劳威尔 ( Brouwer，Luitzen E . J . ， 1881 — 1966) ，其 
后则有外尔 ( Weyl ， Hermann . lSSS — 1955) 0 下面我们简单地介绍 
一下这个理论 & 

直觉主义者认为数学是人类心智的自由创造的活动功能的产 
物，它的来源是人的直觉。人用语言(不论是自然语言还是形式语 


① WcyL II. Axiomatic versus Cynstr active Fruecdurcs in Mathematics T Matb- Jjjtelli- 

4(1 如 5)10 〜17。中译文 f 《数学中公理方法和构造方法之我见 h 败 
学译林，1988 , 第4 期， 330〜340页， 


148 



言)来传达自己的数学思想，但语言并不是数学的表现，更不是数 
学自身 s 关于直觉的问题使人们想到康德，其实更早的笛卡儿讲到 
数学来自人的良知(第一章§ 4) 也与此相近 直觉主 义思想确与康 
德有相通之处.非欧几何虽然已经使康德关于几何学是先验综合 
判断的说法很难立_，但他关于时间概念的先验性，以及自然数概 
念来自时间概念——由事件的依次反复出现产生自然数——的说 
法，不少数学家如哈密尔顿，以及哲学家，如叔本华 ( Schauppen - 
hau e r , Arth U M 788—1860) 都同意。布劳威尔亦作如是观，布劳威 
尔还认为数学知识本质上是综合的，即由各种元素来构造真理而 
不是桉逻辑推演出真理。数学知识的最基础的砖石就是从1开始 
的自然数.然后需要研究的就是人的直觉由此逐步构造出一切数 
学对象(但是，竒怪的是布劳威尔认为综合几何并不在人的直觉的 
完全控制之下，因而属于物理科学 h 因此，他认为存在性就是可构 
造性(请比较欧几里德的《几何原本》，见本书第一章 S 2)。若不然， 
讲存在性就好比告诉了有宝藏但不告诉在什么地方，因此是一点 
用也没有的，是一种形而上学，因此应从数学中驱逐出去（外尔 
语）.同样，他们对逻辑的看法也与逻辑主义、形式主义完全不同， 
逻辑不能成为数学的基础，而只是数学的一部分，逻辑定理只不过 
是极端广泛普遍的数学定理.逻辑处理的是语言，而语言又远非数 
学本身，所以，数学中最重要的进展并非来自逻辑的严整而是来自 
直觉.所以，布劳威尔反对公理化和逻辑主义。数学既然不必那么 
尊重逻辑，所以即令有了悖论也没有什么可怕。这是逻辑学出了问 
题，而不是真正的数学出了问题9相容性是一个小鬼，不必去管它, 
正确的思想自然会带来相容性，而思想的正确与否，人的直觉自然 
会判断。数学不需要什么基础，它&基础就是人的直觉能直接体验 
而接受的 (请比 较笛卡儿认为数学的出发点应是人心所认为“清晰 
而判然” (clar apd distinct ) 的事实）。布劳威尔比较直觉主义与形 
式主义关于数学知识的确切可靠之根®何在时尖刻地说:“直觉主 
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义者说 ：在人 类的心 智中; 形式主义 者说: 在纸上。”①直觉主义者 
关于无穷的看法是只承认数无穷，只承认“潜无穷 ” (potential infin ¬ 
ity 与“实无穷 ” actual infinity 相对立的概念，二者之争最早来自亚 
里斯多德），甚至有时直觉主义者认为“任意大的正整数”这个概念 
也是人的直觉无法接受的。外尔说:“超过任意的已经到迖的界限 
的数列…是通向无穷的许许多多的可能性，它永远处于创造的状 
态中而非 Li 经自身存在的完成 f 的领域 & 我们盲目地混淆这两点 
正是我们的困难包括二律背反（即悖论)的真正根源——这个根源 
比罗素所说的坏的循环具有更根本的意义。布劳威尔使我们打开 
了眼界，他使我们看见了，由于对于人类绝不能实现的绝对之信念 
.经典数学已经多么远离了以明显性为基础从而谈得上真有意义、 
具有真理性的命题，外尔又说 ，按照 (布劳威尔)的观点并且参照 
历史，经典逻辑是由关于有限集合及其子集合的数学抽象而来的。 
……后来人们忘记了这个有局限的起源，错误地把逻辑放在高于 
先于整个数学的地位，并且没有根据地把它应用于关于无限集合 
的数学。这是集合论的堕落和原罪 © ，所以它理当受二律背反（即 
悖论)的惩罚。值得奇怪的不是出现了这种矛盾，而是它们出现得 
这样晚 '©出 于这样的观点，直觉主义反对逻辑学的排中律^由于 
这个观点几乎是常人难以想像得到的，我们不妨看一个例子 6 现在 
定义两个整数 ft 与 L * 是最大的同时也使得 *一1 为素数的数，大 
家立刻可以看出;或者是最大的孪生素数(即连续两个奇数 
均为素数，如 （3 5),(5,7>,(11，13)，（]7,19)，……有没有最大的 


① Brouwer L. E. J, In tuition ism and Formalism ，见 Benaceraf, P. and Putnam t Hi fAi- 


这是布劳戚尔 ia ]2 年 10 月 14 H 在阿鰣斯特丹大 
学的著名的就职演说 (IiiauguraJ address ) , 

②这里引用了旧约创世纪的故事，亚当因吃 了智薏 之果而有了罪，被逐出了伊 
甸园，所以人生而有罪 * 基瞀教把这叫做原罪和堕落。 

-③这两段话转引自 M Kline f Mathematics , the Loss of Certainty ^ Oxford Umv press, 
1980,235 页与 237 页。 
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孪生素数是数论中一直没有解决的问题）。如果最大孪生素数不存 
在，则令的存在不成问题，但直觉主义者不承认；之定义是 
有效的、合理的，因为它没有给出实际构造〖的方法。持绘典数学 
观点的人可以说，迟早有一天人们会解决孪生素数问题，那么按你 
们 直觉主 义者看来今天不能作为定义的命题，也许明天大梦初韹 
又能够用作定义了？直觉主义者 回答: 你的这篇高论实际上承认有 
这么一回事在，因而有朝一日可以用它作定义„但是在人的心智之 
外承认“有这么一回事在”，承认在人的心智之外的某个世界里 
1或者另外什么数，这就带有形而上学的气味了。一个数学南论断 
应该是肯定已经可以完成的某种数学构造而不应依赖于这样的论 
断.经典数学的支持者的论证方法是:或者最大孪生素数存在，或 
者不存在,二者必居其一(这就是排中律），所以上述关于【的定义 
是有效的，直觉主义者既然否定上述定义的有效性，当然就要否定 
排中律 s 在直觉主义者看来 t 某一个对象或具有性质 A 或具有性 
质-^1，这是没有问题的；对一个有限集合中的各元素，因为可以 
遂个验证而知：或其中所有元素均具有性质 A 全称判断），因而说 
4对此集合成立，或其中某些元素具有性质特称判断），因而 
说4对于该集合不成立，这也是可以的。总之，排中律只适用于有 
限集合。对于无限集食，当我们没有实际的构造法以证明上述全称 
判断不成立甚至会产生矛盾时，怎么就知道一定有某些元素使 
-^ A 对之成立呢？所以，不能无条件地应用排中律。这样我们看到， 
直觉主义者是把可构造性放在首位，而没有可构造性的纯粹存在 
性就好比找不到银行的支票，只是废纸一张。 

直觉主义者反对纯存在性论证,就必然要否定经典数学的许 
多公理、定理、方法，诸如选择公理，超限归纳，乃至连续统概念。那 
么，经典数学也就所余无几了 ，这 是形式主义者反驳直觉主义者的 
一个最有力的“论据' 但真正说来，这不算是论据。如果一个理论 
真的站不住脚，再舍不得也应该丢掉，破釜沉舟，再造河山就是。他 
们确是这样做的。 i 仙2年，希尔伯特的弟子勒维访华时曾向作者 



讲了这样一件事：当年布劳威尔应邀访问哥廷根大学时，听众希望 
他讲一下自己的不动点定理——任何一个把《维球体映到其内的 
连续映射必有不动点存在。这是一个极有用处的定理，但是，是一 
个纯存在性定理.尽管如此，一个人一牛能找出一个这样的定理也 
就平生无憾了一■布劳威尔因为它没有给出不动点的构造方法而 
认为是“毫无意义”不肯讲，而他讲的直觉主义又是听众们不肯接 
受的。听众说:“我们就是要听你那个‘毫无意义’的东西' 直觉主 
义者确实是曲高和寡，他们真的着手重新建立构造性的微积分等 
等，而且确有所成，虽然太缓慢，由于他们采取这样的立场，所以大 
多数数学家感到难以接受。连布劳威尔不动点定理也得丢掉，这太、 
叫人伤心了！ ® 

本世纪20〜30年代是关于数学基础的大讼争的年代,唇枪舌 
剑，使整个数学界异彩纷呈。大约同一个时代也是物理学界大论战 
的年代——围绕着量子物理一^这里面是不是有某种联系呢？与 
当时的社会文化背景有什么关系呢？这是很值得探讨的事。但是， 
这里面却有不少感人的事。外尔是希尔伯特的弟子，又起而反对希 
尔伯特，但是他对自己的前辈又十分尊重。请读者有机会时一定去 
找 一 T 外尔为希尔伯特写的讣文， © 就可以看出他对希尔伯特的 
形式主义给出了很高的评价。这使我们想到了“文人相轻”的说法 9 
“文人相轻，自古而然”出自曹丕《典论 * 论文》 ，其实是很自然的 
事 ：“家 有敝帚，享以千金'“各以所长，轻人所短”，文化和科学不 
就是这样进步的吗?曹丕对建安七子分别作了评论，也许在今天会 
给自己惹来无穷无尽的灾难。但是再读一 T 曹丕的《与吴质书》，他 
对当年与建安七子诗文相聚的好日子的深切怀念，对逝去的友人 


①据说，布劳威尔不动点定理瑾在巳经有了构造件的 证法. 这里讲的访问乂希 
尔伯特 S —书231^232页中有所记载. 

© 请参看 Cramer. E r Thc :\at}ire and Proffresa of Mtidpm Mathematics t 由舒五昌等译为 
《大学数学》一书，复旦大学出版社, i 987 年出} 621 〜 625 页有此文部分译 
文，接下去又是别人为外尔（韦尔)写的讣文，也值得一读。 


152 



的最真挚的友谊，不是到今天还令我 ffj 感动的吗？看来，“文人相 
轻”并不可怕，可怕的是“文人无文'“文人无行' 也许再加一条 
“要文斗，不要武斗”，或者来一点“费厄泼赖” (fair piay ), 也就不错 
了. 

记得叔本华说过一段大意如下的 话：人 生的前三十年是在写 
一本教科书,后三十年是在修订这本书。前半生是创造的年代 t 后 
半生屋反思的年代.规在硝烟已经散去，大家都在搞数学,各派的 
成果都成了数学——特别是数理逻辑一-宝贵财富的-部分。可 
是分歧依然，甚至更深刻了.我们在外尔的遗著中找到一篇未发表 
的 《数学 中公理方法与构造方法之我见》(数学译林，1別8年第四 
期，330〜 34 G 页） t 今天读起来就更有兴昧了，从这里可以看到，数 
学基础的研究实际上是对数学的一种反思 . 数学本身就有两个侧 
面:公理化方法、构造性方法各自强调一个方面。因此实际上，倾向 
于那一个方面是一个气质问题，风格问题，不识庐山真面目，只缘 
身在此山中，考虑数学不但要考虑到具体的技木性成果，还要考 
虑到文化因素、学术标准与个人好恶等大量复杂的问题，有些人总 
爱"批评”別人的片面性，讥之为“盲人摸象”。但是对数学的整体谁 
又敢说自己不是盲人呢？自己不能见象且又不肯下功夫去“摸”象, 
还要讥笑别人之盲 ，不 是稍欠自知之明吗?其实数学基础的研究是 
最接近于一般文化的考査了。数学在这里与一般的文化开始融合 
起来。有不同风格的数学正如有不同风格的文学、不同风格的音乐 
一样.直觉主义者强调直觉，许多人不以为然，可是人究竟是怎样 
创造数学呢？这里面难道岂只有心理学的问题吗？所以这样争论 
是水远不会完结的 。外 尔在文 末说: “现代 数学研究的很大部分，是 
建立在构造方法与公理方法的一种巧妙的融合之上的，我们应当 
愿意去注意一下它们之间的交错关系,但是下述的诱惑是巨大的， 
不是所有学者都抵制过的，它就是:只采用这两神观点之一作为纯 
正的、基本的思维方式，面让另一个只是处于从属的地位 & +_■ …说 
实话，我是喜欢倒向构造论那一边的 a 所以，我现在要花点力气才 
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能朝着相反的方向，把公理体系置于构造方法 之前; 但是,正义感 
看来要求我这样做，无论如何，直觉主义是十分奇妙而诱人的。 

这一节已经太长了，我们只奸把形式主义放在下一节来讲.而 
吐这样 做也似更自然一些。 

§7数学的“失乐园” 

一一哥德尔定理意味着什么？ 

数学基础研究中最有影响的学派是希尔伯特所创立的形式主 
义学派。希尔伯特 ( Hnbm , David ，1862 —彳如 3 )是本世纪初年最重 
要的数学家,关于他的一生有一本十分生动的 小书： 《希尔伯特》 
( Reid,C , Hilbert , Springer - Vertag ,1970. 有袁向东，李文林的很出 
色的中译本，1982年由上海科学技术出版社出版）。1898〜1902这 
几年，他的兴趣在几何基础论上，其成果《几何基础》一书，在第一 
章§5已详细介绍了。其实他当时就已经在考虑整个数学的基础 
问题了。在更早的时候，当他听了赫尔曼 * 维纳 (Wiener 
不是控制论的创始人诺伯特_维纳 Norb^rt Wiener 〉 关于几何基础 
的讲演后，说在一切几何命题中"我们必定可以用桌子、椅子和啤 
酒杯来代替点、线、面”，①这已泄露了后来他的形式主义思想的消 
息了.这以后大约有二十年，他没有把主要精力放在数学基础的研 
究上，但从1922年（即他 6 G 岁）以后，他主要的贡献确在这一方 
面他在他的学生阿克尔曼 （ Ackerman ， Wilhelm ，1896— 1962) 、贝 
尔奈斯 （ B e nmys ， PauU 1888 — 1978) 和冯 • 诺依曼的协助下提出了 
形式主义纲领，这是直接为了反驳直觉主义而想挽救整个古典数 
学。他说过:“禁止数学家使用排中律，就奸比是禁止拳师使用他的 


①这件节和 一些关 T 希尔伯特的故事.如无持殊声明，均转引自上述《希尔伯 
特卜书, 
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拳头， 19 22 年，他在汉堡一次讲演中指出，由悖论引起的数学危 
机必须要解决。但是，“功绩卓著的第一流数学家外尔和布劳威尔 
却通过错误的方式来寻求这个问题的解答。……他们要将一切他 
们感到麻烦的东西扫地出门，以此来挽救数学.……他们要对这门 
科学大砍大杀.如果听从他们所建议的这种改革，我们就要冒险， 
就会丧失大部分最宝贵的数学财富，总之，余下的只是“残缺不 
全”的数学,这是希尔伯特所不能接受的。但是，希尔伯特提出的另 
一种方案,其实就是抛弃全部数学的人 ( n —直认为其所具有的“意 
义'只留下完美的形式，以此来挽救全部数学。一个是丢掉大部分 
数学来逃避悖论，一个是丢掉数学的全部“内容”来逃避悖论。但 
是，悖论真是魔鬼吗？当我们在本书之末看到这两个学派有可能殊 
途同归_真会感到无比的惊喜 t 

形式主义对逻辑主义的批评却是更心平气和得多。希尔伯特 
早就指出，罗素用逻辑概念米定义自然数时 ，已 经不自觉地用到了 
自然数概念，因此是循环论证。他同意应该接纳无限集合，但是，罗 
素的无限公理并不是逻辑公理而是数学公理.逻辑和数学是并列 
的独自的学科，因此，除了逻辑公理外，还需要有数学公理 a 至于逻 
辑公理方面，希尔伯特所采用的与罗素所采用的大体相同。 

冯 • 诺依曼把希尔伯特的形式主义纲领大体归结如下列 
举一些最原始的数学和逻辑符号，例如，(否 ）、V (或 )、 A (与）、一 
(蕴含）、 3 (存在），但是，他没有采用 V (—切，所有，即全称量同）， 
因为这可能导致悖论。其次是要能刻划那些“有意义”的公式 (但并 
不一定是“真”的公式,例如]+ 1 是有意义的，但非真），与无意 
义的公式，例如1 + 这样，全部数学都已经形式化了。第 

三，给出联结这些公式成为一个证明的程序„具体说:规定一些无 
疑义的、以“有穷” (finitary) 方式刻划的公式作为已证的公理，然后 


① Von Neumann T J ， »Th« Formalist fattirdations of Mathemarics ♦见 Benccerraf, P. and 
Putram,H. t Fktbso'phy of 50 〜 54 页。 
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承认假言推理(即若 A 和 A — B 均已得证，则 B 也得证 a A 、 B 都是 
有意义的公式）。这样，什么叫证明，什么是可证都得到完全严格的 
定义，最后，也是最核心的问题是要用 H 有穷”的方式讨论这样一个 
形式系统是否为相容 & 按照希尔伯特采用的逻辑规则，只要能证明 
在这个形式系统中不会出现1^0,则它一定是相容的。其实还有 
一个更复杂的问题，即判断一个已给的有意义的公式是否可用一 
种一般的有穷程序证明的问题,称为判定问题，我们就不讨论了。 
这里反复用到“有穷”这个词 & 在希尔伯特与贝尔奈斯合写的《数学 
基础 (ter Mathema ^ c ,2 Vols ， 1犯 4 )里解释如下，我们恒 

用‘有穷 7 —词来 表示； 所涉及的讨论、断言和定义都是在对象完全 
可以产生，过程完全可以实现的界限之内，亦即可以在具体考察的 
范围内实现' 


为了实现这个纲领，希尔伯特提出了“元数学” （ metamathe - 
matics ) 的理论(旧的名称是“证明论”)^可以说，元数学即在数学作 
为一个形式公理系统之外来讨论数学。数学是用无意义的符号进 
行的“游戏”，它的命题是没有含意的公式。但元数学的命题则不 
然，它们是有含意的。下面我们举一个例子。设某形式化算术含有 
四个 公式：】+1 二2，1-| 1 = 3^>2,3>2,它们都是数学公式，“有 
意义”但不必为真， U 2,3， y ，= , +，> 都只是无意义的符号，它们 
可以是“桌子椅子'“啤酒杯”、“酒徒”、 …… 等等）。但下面则是 
有含意的元数学命题，它们不是“游戏规则” :“， 是一个变量;“1， 
2,3”都是数;《3>2”可由、>2”中将、”代以“3”而得;“1+1 = 3” 
是有意义的公式但不真。元数学的作用可以用一个比喻来说明 . 例 
如，想要研究英语作为一神语言的效用,就应该用另一种语言，例 
如中文来讨论它。因为英语可能自身就有某神局限性，使得我们没 
有办法把英语的效用真正用英语讲清楚。 1 

值得注意的是，希尔伯特在元数学中采用了一种特殊的逻辑， 
非常接近于直觉主义者所能接受者 :例如 ，反证法、超限归纳法、选 

择公理、实无穷集都在禁用之列，希尔伯特这样做自然使得即令直 
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觉主义者也无法反对，把立论放在完全可靠、无懈可击的基咄上。 
我们可以这样比较形式主义与直觉主义:二者都共同承认这样一 
种逻辑，直觉主义者把它尽量扩大到整个数学，凡不适合者则逐出 
数学 之外; 形式主义者则把它尽量缩小到元数学，并以此来讨论极 
为广泛但没有任何具体内容的形式化的数学9 

形式主义纲领的核心问题是相容性问题6后来还提出了完全 
性问题，即一个形式系统中的一切有意义的公式是否必可证明其 
为真 或为沩 (即可否证 h 希尔伯特是乐观主义者。在 1925 年一篇 
著名的论文《论无限 Ktlber das Unendliche， 原文是德文，见 Math- 
久1111*11，95，1925，161〜190，英译文011也6 Infinite ，见 Benacerraf , 
P. and Putnam,H. ，Philosofhy of Mathematics f 134 〜 151 页，从此文中 
可以十分确切地了解形式主义学说中 说:“ 作为可以用来处理基 
本问题的方法的一个例子，我愿选取一切数学问题均为可解这一 
论点。我们都相信它，吸引我们去研究一个数学问题的主要吸引 
力是，在我们心中总听见一种呼唤:问题在这里，去求解吧!你只要 
肯想，就能找到解答，因为在数学中没有 ignwabimus (不可知之 
物），关亍相容性，他在同一文中说 ，在 几何学与物理理论中，相 
容性的证明是通过把它化归到算术公理的相容性来完成的。但是 
这个方法显然不能用于算术本身的相容性^因为我们的以理想元 
素方法为基础的证明论使我们能完成这最后重要的一步，它就成 
为公理法学说的拱 n 之不可少的基石。我们已两次遇到过悼论，一 
次是无穷小计算(即微积分 >中的悖论，第二次是集合论的悖论，再 
也不会出现第三次，永远也不会了，1的7年他在“论数学的基础” 
一文 中说: “我力求用这种建立效学基础的新方法达到一个有意义 
的 B 标，这方法可以适当地称之为证明论，我想把数学_础中所有 
的问题按其现在的形式一劳永逸地加以消除，即把每^个数学命 
题变成一个可以具体表达与严格推导的公式，这样使数学推导和 
推理无懈可击，而又能对这整个科学给出一个充分的图象。我相信 
我能用证明论完全达到这个目标，尽管还要做大量工作才能把它 
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完全展 幵'® 

希尔伯持持乐观态度是有理由的 6 不久之后，他己证明了一个 
狭义的算术（只包含自然数的加法)是相容的，也是完全的。 19 30 
年，哥德尔证明了一阶谓词演算是完全的。然而就在下一年一一 
1931 年，同祥是这个哥德尔，引爆了一个“原子弹' 在他的著名论 
文“论《数学原理》及相关系统的形式不可判定命题 ”(Ober formal 
unentscheidbare Sat2e der Principia Mathematica und Verwandter sys - 

teme I , Monatsh , Math . Phys , ,38( 1931), 丨 73 〜 198) 指出了希尔伯 
特的纲领是不可能实现的 J 也的主要结果可以表述为两个定理。哥 
德尔第一定理指出，若形式系统 S 是相容的，而且包含了自然数 
的算术，则此系统必是不完全的。即有某个在 X 中有意义的命题4 
既不能用 S 之公理与推理法则加以证明，亦不能用 S 中之公理与 
推理法则加以否证，即为不可判定命题这就 是说: 相容性必导致 
^完全性。这当然是一个元数学的命题。但是要注意 ，希尔 伯特的 
元数学采用的逻辑是一个很狭窄的逻辑，是连直觉主义者也能接 
受的.所以，它对直觉主义者也是震动的。那么，有什么命题是不 
可判定的呢?哥德尔第二定理说，上述系统的相容性就是不可判定 
的。这样一来，人们多年追求的目标只不过是镜中花，水中月！既 
然存在着不可判定的命题，贝肯定此命题或否定此命题均可，均不 
致引起矛盾 D 所以•既可以用此命题也可以用其反命题作公理而得 
到两个不同的形式系统.正如既有欧几里德几何，又有非欧几何一 
样。但是，即令增加了个公理，又会有新的不可判定命题，又会有 
新的“非欧几何' 这样一来.原来大家都认为自己是追求真理的， 
现在“真理”在那里呢？无怪外 尔说： t 帝是存在的，因为数学无疑 
是相容的；魔鬼也是存在的，因为人们不可能证明相容性， 

暂且放下这个问题，我们来说一下证明哥德尔第一定理的基 


①转引自 M * of 如吻 ， Oxford Univ H Press> ISfl0 T 260 
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本想法。其实，这里的核心问题仍然和前面的悻论一样，是自指句， 
我们可以按法国数学家理夏 （ Richard , Jules, 1862——？）于 1903 
年提出的悖论来解释哥德尔的基本思想这个悖论的内容大体如 
下：设 有关于 S 然数 r 的命题.例如、是素数”,％是完全平方 
数”，设法把这些命题都排列一个序号，例如~是素数”排成第 K 
号^现在有两种情况:因为每个命题都是讲的自然数的性质，而序 
号《也是自然数，听以或者《不具有序号为 n 的公式之性质 :例如 
设此分式是。是素数”而〃不为素数，这时称《为理 夏数; 或者《 
具有序号为 n 的公式所指的性质，这时称 w 为非理夏数。例如，设 
公式、为完全平方数”之序号为16,则因 = f ，故16为非理夏 

山 f • 

数， 

然则考査下述公式为理夏数”，并设其序号为〜我们要问 
^是否是理夏数?答案又是两难的 ：如果 〃非理夏数.则 〃应 具有公 
式《所指的性质，即 a 是理夏数。如果《是理夏数 ，则™ 不具有公式 
、是理夏数”所指的性质，即《非理夏数，总之： 

R 是 (非) 理夏数> u 非(是)理夏数。 

这就是两难 . 

哥德尔在他的文章中指出，这个悖论与说谎者悖论的“这句话 
是谎话”有类似 之处; 我们也可以仿照它提出一个命题 ：“这 个命题 
在形式系统^中是不可证明的'并且问上述命题可不可以证明？ 
如果用4表示上述命题，则我们是问在 S 中不可证明”，是 
否在^中可证？如果是可证的，即可以证明在 S 中不可证明”, 
则 A 在 S 中确实不可证.如果/在 S 中不可证明，则我们确实证 
明了4在^中不可证、但这恰好就是 A 括号外的/>)，可见4在 
S 中可以 证明。 这样我们得知 X 为不可判定。 

怎样消除理夏悖论呢?关键在于弄清数学和元数学的区别。数 
学命题应该讲的是自然数的性质，例如4为素数”就是一个数学 
命题，它是一个完全可以用无意义的形式符号来表述的公式.但元 
数学是讨论数学命题的.其中的符号有完全确定的意义。例如0 
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是理夏数}就是一个元数学命题， s 理夏数，就不是无意义的符号, 
所以，若将数学与元数学分开，则此悖论自然消解.但若能将二者 
放在同一形式系统中处理，则仿照说谎者悖论的证法，可以得到哥 
德尔第一定理的证明。 

这样就可以讲到哥德尔的重大贡献的关键何在.元数学的发 
展实际上有两个阶段 。 1930年前，希尔伯特虽然提出了元数学理 
论，但他只是把例如自然数的算术完全形式化了，使得这些数学理 
论成为元数学讨论的对象，而他的元数学则相对说来还是朴素的、 
非形式的。喬要做的是使元数学 ta 形式化，哥德尔做到了这一点， 
这使元数学的发展进入了第二个阶段.哥德尔的做法是引进了哥 
德尔数。 

哥德尔把自然数算术的形式系统中的每个符号都对应于一个 
数，例如“ 1 ” ㈡ U “ = ” ㈡ 2 ，“，” ㈡ 3 ，“ + ” ㈡ 5 等等(但是没有什么 
符号对应于仏所以 [ = 1 ” 就成了“ 1 , 2 , 1 ' 这里次序是重要的， 
例如就相应于= 这不是一个有意义的算术公式^为 
了标明这神次序关系，哥德尔把素数按大小递增排列起来: 2 , 3 , 5 , 
Ml , ……,这样把“ 1 ， 2 ， 1 ”与它结合 起来： 


1, 2, 

1, 

學 

擊 

4 各 

斗 

4 


t 

i 

2, 3, 

JL * < ■_ 蓋 _ ▲ _ _ 

5, 

7, 

11 ，… 


而得一个自然数2 1 . 3 2 . 5 1 -2 X 9 X 5 = 90 fl 90就称为1=1的哥 
德尔数。不但一个公式可以有哥德尔数，而且一个证明也有哥德尔 
数。例如，就是由900和90为哥德尔数的两个公式构成的 
证明 g 这样，不 指定具 体意义的符号、公式、乃至证明全都算术化 
了，即均有一个哥德尔数与之相对应但是,并不是一切自然数都 
是哥德尔数。例如，150二 = • 3 1 ， 5 s 表示的是 
2”，即《 1，1，= ' 这并不是算术公式。 - 

我们再来看一下理夏悖论。它是涉及自然数的命题，而且可写 
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为，……”。 z 称为逻辑变元，它可以代衣任意的0然数，即其域为 
自然数集.这种含有逻辑变元的句子称为开句。我们用它的哥德 
尔数与之对应： 

W ㈡ { 2. … } * 

要问 w 是否理夏数.只要将《代入开句中，即在开句中把 r 换成〜 
再看所得结果是否为真。 

哥德尔指出这电有两个概念。一是“寸证明'即指其命 题在该 
形式系统中可以用此系统驴允许的逻辑规则导出，因此，是系统内 
的概念 。 另一是“真”，这是讲诙命题在此系统的某个解释下是否成 
立，因而是系统外的概念，因此是元数学概念。哥德尔的方法 Mf 以 
用于所有这样的形式系统，其中可以定义“可证明”，而且“可证明” 
的命题都力真。哥德尔将元数学也算术化以后，就作出了这样一个 
形式系统，并在此系统中作出一个命题其哥德尔数设为心而 G 
就是: “哥德尔数为 m 的命题不可证明 

哥德尔把理夏数称为“有麻烦的”数，即一个哥德尔数 m 为 
“有麻烦的”数，如果 m 并不具有它所代表的公式中所描述的性 
质。具体说，哥德尔只考虑含一个变元的开句：心…}而 T 之域是哥 
德尔数。若 t 是“有麻烦的”数，则记若1不是“有麻烦的”数， 
则记斤 T // 1 是 T 的余集。即是说46 r 当仅当若在相应十 々的 
开句中将 z 换成 I ，所得的公式不可证明。6的作法如下:记开句 {r 
eu 之哥徳尔数为心则就是我们所求的 C 。 

实际上•若 G 可以证明，则 G 所述为真，即为真， m 是 
“有麻烦的”数，而 m 所代表的公式 G 不可证明。若6’不可证明，则 
按此假设^不可证明^总之^是不可证明的。 

N 样可以证明〜 C 也不可 证明， 实际上，若可以证明，则 
其内容为真，而 m 不是“有麻烦的”数，即 C 可以证明。但 是在个 
相容系恍中，不可能吋证而 a G 也可证，这样可知 if ； 不可证 
明。 

总之/与 if ; 均不可证明。这就是不完全性—— G 是不可判 
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定命题 a 


下面讲一下哥德氘第二定珲 . 哥德尔把{此系统是相容的}这 
一元数学命题经过算术化，变为系统内部的公式然后哥德尔证 
明 r 。 


{ g 不可证>—^ 不可证 

但由哥德尔第一定理，是不可判定的，因而卬不可证）成立，从 
M { c 不可证}也成立，即“该系统的相容性不可证明”为真。这就是 
说，一个包含了自然数的算术的相容的形式系统，其相容性不可能 
在系统内证明。 

哥德尔第一定理表明，“真”和“可证明”不是一回事，“可证明” 
强干“真'既然不可判定命题4与均不可证明，二者中又必定 
有一为真(但直觉主义者井不同意这个看法，因为他们不赞成无限 
制地应用排中律），所以必有不可证明的真命题，当然，哥德尔第一 
定理是说在某一个相容的形式系统内，有该系统无法证明或否证 
的命题，但这个命题在一个扩大的形式系统中却是可能证明或否 
证的。例如，后来的根岑 (Gem 找 〜 0 钉 11^(1 ，〗 909— ： 1945) 在 1936 年 

就证明了算术的相容性〜一这本来是一个不可判定命题，但是根 
岑扩大了希尔伯特的元数学中所允许采用的逻辑而应用了超限归 
纳法这样看来，哥德尔的定理使我们明白了公理化方法的局限 
性 :在每 一步上，即对某一个具体的形式系统，总是有不可判定的 
命题 i 但是 T 适当扩大这个形式系统又总可以证明或否证它。哥德 
尔定理的发现曾使不少人感到数学的能力不象人们自己所想那么 
r 不起，但是，如果每一个具体的命题我们是可以证明或否证的， 
则即令我们不能一劳永逸地判定该形式系统中一切命题.人们也 
应该很满足了。何况除了形式的方法以外，还有 t 形式的方法;除 
T 数学的方法以外，还有非数学的方法。我们总是可以一步步地前 
进。这样，人类也应该满足了。 

有不可判定命题存在，例如，平行公理在绝对儿何中就是不可 
判定的，因时有了欧儿里德几何和罗氏儿何。那么，在数学中不还 
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有许许多多的类似情况吗？是的，例如著名的连续统假设，就给我 
们带来 r 康托的集合论和非康托的集含论。 是数# 度失了确定性 
吗？以上，我们常引用克莱因的一本孭好的15, p 色就叫(〈数学，确 
定忭的丧失》。对这种看法，实在不敢苟同。-■则，哥德尔定理乃至 
所谓“确定性的丧失'本身是非常确定的，是用非常确定的数学方 
法得出的非常确定的伟大成果:数学“张常确定”地“确定 e 
的“确定性”之界限。更重要的是，从历史上看.我们习以为常的确 
定性时常只是我们多年形成的定见（还是不用带贬意的“成见”二 
字为好）。非欧儿何的发现正好说明了这一点。究竟是“确定性的 
丧失”还是开辟了新境界呢?特別是前面讲到“真 t ’与“可证明”的差 
別时说.如果不承认排中律，则命题 A 与皆不可证明时，二者 
不一定有一为真.这就是说，有可能存在“真” 〖 r 非真”之外的另一 
个逻辑范畴。说到底，当数学中那么多“明显”的“真理”都已崩溃了 
时,逻辑的法则为什么- * 定要一成不变呢？ 

但是，这一切思考会引导我们到哪里？ 



第三章 


我从一无所有之中创造了一个新宇宙 


^悴的理性思维王国里掀起的疾风暴雨终干将擦亮人类的 
眼睛。雨过天清，人看见的是什么？数学的深索总有两个方面，一 
是探索宇宙的秘密，一是探索人类自己.其实二者是紧密联系着 
的。但在数学史上很难找到这样的人能同时在两个方面都登上高 
峰。因此，人们总认为有两种数学家：一种是数学物理学家，应用数 
学家，他们热忱地用理性捉摸夭 t 的星辰，而对于理性思维本身的 
规律似乎不那么 关注； 另一种是纯粹数学家，他们关心数学本身的 
问题，关心数学的基础。特别是第二种人常是引起人们对数学非议 
的根源。因为，到了扣世纪，公理方法不但是探讨数学基础的方 
法，而且成了 口常的武器:任何一个数学家都会找到一个问题，自 
己设计一套公理，随心所欲地创造出种种数学结构，终干是开花不 
结果。哈密尔顿冥思苦想找到了四元数的乘法规则.其实他心里想 
的是物理间题。现代数学家可不必这样苛待自己了，他们不但不去 
问他们研究的结果在物理上说明什么*而且也不问这些工作对数 
学 本身究 t 有什么意义。 但是 ，我彳门也不必为此而苛责于数 学家。 
数学从事的毕竟是极为深刻艰难的探索_不但是对只走了 -小步 
的人不应 i 几嘲，就是完全走迷了路，甚至走了回头路，也是很常见 
的丰。这■些不结果的花终究是开在抉青的树匕而更重要的是:对 
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斗； kU 作的探 W 不得成功，其原因时常在于数学本身的问题没有 
解决 D 数学研究最重要的工具终究是人的理性。如果说在实验科 
学中，要想得到好的结果就要制造出新的仪器，在这方面花工夫从 
没有人认为是浪费，在这方面的失败更会引起人们的同情.则在数 
牵中我们正应该以同祥的态度来看待研究那些最抽象的、似乎与 
实际全然脱离的问题的人终究，解放了人的思想，擦亮了人的眼 
睛必然会带来报偿 & 真正今人惊奇的反倒是:报偿何以如此巨大？ 
一直大到，从一无所有之中创造了新宇宙。” 

当高斯研究非欧几何的时候，他心目中考虑的是物理空间的 
本性。黎曼的思想完全是物理化的几何。到了爱因斯坦则成了几 
何化的物理，真可说是水到渠成。可惜的是我们没有可能去探讨量 
子物理是怎样生成的。但是很明白，没有数学带来的思想解放，就 
决不会有全部现代物理学以及以它为基础的全部技术。 

计算机的出现更是具有传奇性了。莱布尼兹和巴斯卡都有过 
关于计算机的思想，可是比之高斯关于几何与物理的关系的思想 
之深刻性和具体性，人们不能不怀疑，当时他们的思想有几分认 
真？后来，数学逻辑似乎成了数学中最少为人涉足的领域.何况这 
里面“怪人”乃至精神病患者之多在数学各领域中毫无疑问是名列 
前茅的。可是正是这些玄妙到超出常人理智所能接受的程度的思 
想开辟 r 计算机时代的道路 & 

认讥宇宙和汄 i 只人类自己这两个方面的结合，带来了科学技 
术历史和人类思想史上的新时代。所以我们愿以鲍耶依 * 亚诺什 
的名言:“我从一无所有之中创立了一个新宇宙”作为本章的标题。 


§ i 弯曲的宇宙 


我们已经看到，几何学的研究给了我们好几次思想解放了。以 
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牛 r 为标志的第一次科学革命使人类摆脱了上帝的统治。19世纪 
数9叶究的对象扩大到人类悟性的自由创造物，又使我们逐步摆 
脱「 q 己定见的束缚，人们开始用擦亮了的眼睛来看看自己生活 
于其中的宇宙，于是又开始了从牛顿向下一个高峰的进军。回过头 
来看一下，我们究竟攀登到了什么样的高 度呢？ ' 

牛顿 的空间是一只空空荡荡的大箱子，它是如此的平直而均 
勻，各个不同的方向没有一个有特殊的意义(这叫做各向同性），欧 
几里德几何完全刻划了这个空间;时间则象一条平静无声地流淌 
着的 小河。 这个时空——即宇宙-一是绝对的，是万事7/物的舞 
台 ，夫 天地者，万物之 逆旅; 光阴者，百代之过客”。太阳系是几个 
小小的孤独的小球，在无垠之中孑孓而行，一切都是命定的，现在 
只 是过去 的延长，将来又只是现在的变形，“阳光之下没有新东 
西”.过去和将来是没有区别的。 ® 人发现了宇宙的根本规律，后果 
却是给人类自己留下这样一个冷漠的、奄无生气的宇宙。拉普拉斯 
当年何等意气风发地宣称，他能用微分方程算出宇宙的一切，可是 
他如果算出了今天有渺小如我们的人也在对他指手划脚，难道不 
会感到凄凉吗? “天若有情天亦老”，天是有情的吗?人是有情的吗？ 
恩格斯不也说，唯物主义开始憎恨起人类来了” ?®科学的进一步 
的发展，就是要打破牛顿的机械论，要把发展和事物的无限的联系 
科学地摆在我们的议事日程上^这里起决定作用的似乎是热力学 
和生物学。但是几何学的进步却打破了牛顿的时空观。既然欧几 
里德几何已经被取消了垄断权，还有什么事不能发生呢？ 

可是事情的开始却要具体得多，要从微分几何的出现讲起。用 
微分学去研究几何问题其实早从欧拉就开始了。现在我们要讲的 
却是高斯的《关于曲面的一般研究》 （ f^quisitums generales circa sn- 


① 我们不能屣 开这个 问题了 3 真正把不可逆的时间之矢提到我们面莳的是物理 
学家，特别是波尔兹曼。详见前引的 普串高 津等著 t 从混沌到有序 h 

② 悤格斯，《叶会主义从空想到科学的发展》，前弓 I 版本 ，怒 3页， 
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V ^ S^S 1827). 高斯关于微分几何的研究与他对于测量学 

的兴趣是不可分的》但是他在这方面的工作的意义远远地越出了 
测量学的范围，不但是标志了现代微分几何的诞生，而且其基本思 
想直接关系到人类对空间的根本理解。这个基本思想不妨这祥来 
概括 ： 曲面自己就是一个空间，它有自己的几何学•为了研究这个 
几何，可以把曲面局部化一^这就是微分几何的意思，至于整体的 
研究则是后来的事了。这种局部的几何完全由两个“十分接近”的 
点之间的“距离”之性质来决定。这个空间是弯曲的，但是这种弯曲 
并不是我们肉眼直观的那种弯曲，面可以用一个函数来决定，这就 
是曲率。 

高斯首先在曲面上引进了坐标，这就是图60上画的曲线网。 
有一点和笛卡儿坐标是相同 
的，即可以用它来标定点的 
位置，例如图60上4点的坐 
标是但是这 
里没有原点，没有坐标轴，这 
个网的交角也不一定是直 
角，而且网格不是均勻的，0寸 
密时疏，这个思想当然不是 
什么革命的，在高斯之前如 
欧拉早就应用了曲面上的曲 
线坐标了，时且地球上的经 
纬度就是由子午线和纬圈组成的曲线网下的坐标。现在我们还没 
有距离。但例如图上两点都可以看成三维空间中的点，因此 
可以定义它的距离1但还可以"限制”在曲面上看 :如果 nr 彼 
此很接近，不妨认为 4 況’是平面一小块 MACS 是两段直线之 
长与也成正比，不妨用/加表示， sc 之长用表示，当它们很接 
近时，我们习惯地用 d 〜 dv 傭 Au ，< 凡是学过一点微分学的人 
对此都不会生疏。我们不是 在讨说 “微分几何学”吗？同样，此之长 
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也可以如表示 & 利用余弦定律 

AC 2 = AB 2 -h BC Z — 2AB - BCcoaO , 

即有 

ds l — J i du -2 fgco ^0 dudi ^ + g ^ dv . 

当然.我们还是没有摆脱欧几里德几何的束缚。因为我们利用了欧 
几里德几何的余弦定律。其实，我们从日常生活中也知道，距离1 
以有不同的定义法•例如对汽车司机,两个城巾的距离可以是“三 
个钟央的路”，而较长”的大路.町能因为路况好而被认为是距离 
较短，较“短”的小路反而是距离较长。所以高斯汄为曲面上的距离 
一般地可以写成 

d.'-y- = ^[[da- 4- -\- g-^dv 2 (I ) 

这里卩 町以是 (〃•”) 的函数而逐点不同。当然，^应该适合 
某些条件,例如⑼扣< 0 . ◦) 称为曲面上的“度量'但 
是，曲面上可以有不同的曲线坐标，在不同的坐标系下，度量 (1) 的 
表示法也不同，所以我们在讨论曲面性质时,一定要使该性质不依 
赖于所采用的坐标系。 

曲面上是没有直线的。但是代蒈它的有所 谓“测 地线”。粗略 
地说，4与 B 之间的测地线就是距离（按度量的意义 说的） 最短 
的曲线。 

然后，高斯研究了曲而的曲率一准确地应叫做髙斯曲率。选 
也 是一个 由度蚩（〗）决定的函数，即是由 心 j ⑴如决定的函数 6 他 
还证明 r 一个极重要的定理：如果考虑以测地线为边所成的三角 
形 A 汕则高斯曲率在此三角形匕的积分等于+ 十 

/[C — -71 ) ; 

Mh ' = ( ^4 -\- Z _ C 、-7 t ， (2) 

A 

这是著名的高斯邦尼 （ Bonnet ， Ossian ， 1 8 ) 9 — 1的 2 } 定理的持例 

(陈省身后来对这个定理有_的发展，所以现在通称为髙斯 - 

邦尼一陈定理 h 例如对于平而，因为它不“弯曲'而* =0 ,选时 
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测地线就是直线，所以 （2) 式就是欧氏几何的著名定 理：三 角形内 
角和为]80。前面我们就已指出了，它和平行公设是等价的。对于半 
径为的球面4= t / F ， 所以（ 2 )式就成了球面几何中的著名公式 

之 面积二 把 C ( 以十 ZB + ZO - 
那么我们要问，如果有一个“负常曲率”的曲面4= 一 1 /#•则（ 2 ) 
将成为 

AAff 之面枳=一 RK(Z^ 十 — X 〕 

= r 2 (_tt - (ZA + + ZC)} 

= R 1 -亏值。 （3) 

这个公式正是兰伯特早就"猜想”到了的.兰伯特说，如果能作一个 
半径为虚数⑶的球，则此球面的*=一1/#，这时自然会得到 （3) 
式。有没有“负常曲率”的曲面呢？有的，它叫做“伪球面”，它是“曳 
物线” ( tractdx ) 绕 g 轴旋转而得的曲面 D C 曳物线是这样得出的:如 
果有人在0点，用固定长的绳子拖一个东西，当此人沿 y 轴方 
向前进时，这个东西的轨迹就是一个曳物线所以，伪球面上的几 
何学就是罗氏几何。这 * 点是由贝尔恃拉米发现的。 
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从以卜 1的说法就可以看出高斯——邦尼——陈定理的重要 
性。但这个定理的意义远不止此。它是局部性质和整体性质之间 
的第一个非平凡的桥梁。可以说，它是一个里程碑式的定理，而整 
体几何的研究又是现代宇宙学不可少的工具。可惜我们不可能在 
这里再说什么了，有兴趣的读者可以看《今 S 数学》中的一章“宇宙 
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的几何学”。 （ Steen ， L . A . ( ed ) » Mathematics Today ) Springer - Verlag , 
IMh 中文本上海科技出版社， 1982)。 

高斯在证明高斯——邦尼——陈定理时，曾用到下面的重要 
® 理：如果有两个曲面，其上分别有曲线坐标 ( u ， io 和)以及 
相应的 度量； 

ds 2 = g l } du 2 + 4- to 办 2 

和 

K 2 =〆 ndu f 2 + 2 g f ^ du f dv f H - g f 22 dv f 

如渠二者 相等: 则它们的高斯曲率必定相同。高斯把它 
称为“绝妙的定理 w ( theorema ergregium ) .这个定理可以解释为: 
曲面在经过“弯曲”后，只要办 2 不变，则其髙斯曲率不变 6 这一点 
大大地超越了我们的 常识; 经过弯曲面曲率不变，那么弯曲意味着 
什么呢?我们的日常经验是,曲面只有放在三维空间中才说得卜.是 
弯曲的。例如我们从上小学起就都知道，地球是球形的一个例证 
是:如 果有一只船从远方来_我们视线(即图上的虚线)所及先 
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看见的 是船的桅顶，但是这是由十我们的视线（虚线）已经离开 r 
地球球面进人了包围着地球的三维空间，才使得这个例证有效。如 
果我们只能生活在地球表面上而且不能向离开地表的空间了望， 
那又怎样了解地球是球形的呢？现在有办法了 & 我们只需在地球 
表面上选人三点，作测地线仙、汉7、以，并且量出 Z 儿/方， 
170 




如果 (/■^+/"卜/^ 1 )一7=0,则我们生活在平面上，若它大 
于 0, 则我们生活在一个有 IE 曲率的曲面上.小 f 0是负曲率曲面 
的标志。这就是说，“弯曲”是曲面本身内在的性质，它并不依赖于 
包围此曲面的空间，也就是说，曲面本身就是-个空间，而不必是 
其它空间的一部分。这 t 空间有它自己的儿何学——内蕴 II 何 
学,- ——曲率就是这个儿何学的一个 S 要的蜇为 f 局部地研究这 
个空间，只需知道它的度量 < i ) 就行了。 

高斯的工怍的重要性其实超过了他 [：] 己的设想。现在，有许多 
不同的几何是很自然 的了。 它既不是由干我 ft ] 先验地就可以感知 
到多种几何学（康德则认为我们先验地只能感知欧几里德几何 
学），也不是因为逻辑学的需要迫使我们考查多种几何学.而是因 
为我们经验地（即物理地）会得到多种不同的空间，因而有多种不 
同的几何学 □ 至于我们生活于其中的宇宙空 N 有什么本性？它的 
几何学是什么？如果有人提出它不是欧几里徳空间，也不是罗巴契 
夫斯基空间，现在人们不会感到奇怪了。谁应该来回答这个问题? 
物理学家！ 

真正把高斯这些深刻的思想展开的，是黎曼 (Riemann, Georg 
Fnedrich BemhmM 犯 fi 一 1 8 卟） ， 他是高斯在哥廷根的学生。他英 
年早逝，著述不丰，然而几乎每一篇论文都在历史上留 F 痕迹他 
兴趣所及远远不止数学，而十分关心数学与物理的关系，甚至企 ® 
把光与引力统 • 起来。他的许多具介根本重要性的著作都反映了 
这一特点。例如，他关于复变函数的几何理论的思想很可能来自平 
面电场的研究。他的重要发现 ：狄军 .希莱 (Dirichlet. Peter Gustar 
Ujeiir ^-」 8 05-- l 85 L 他是高斯逝世后在哥廷根继其教席者*狄里 
希莱原理在 U 世纪中叶火体同时由仵多数学物理学家得到，冠以 
狄电希莱之名的是黎曼）完全是由电学吋来 。他关 UL 何基础的研 
究史是始终扣紧 f 空间的物理本 ft .' d 个裉本 f 可题。总之，黎曼是数 
学史上呵数的儿个人之一。 

由于他兴@广泛 Ifl 了且对〔」 d 的著作要求极苛，所以性的博七 
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论文《单复变量函数一般理论之 基础》 直到 ！ 85 ] 才完成。高斯的评 
语如下，黎曼先生的学位论文令人信服地证明了作者在本文涉及 
的理论中进行了彻底而深刻的研究，表现了创造性的、活跃的真正 
的数学心智，以及辉煌的富有成果的独创性。”黎曼在哥廷根取得 
了“私费讲师” ( Privatdozem ) 之职，这是一个没有薪水的教职，而全 
由参予上课的学生之学费中收取供给.这可能是教育史上最早的 
“承包制”，希望当前力求创造教育史上“奇迹’’的人能由黎曼的成 
就得到鼓舞。按规定，要取得此职的必须提交“就职论文' 为此， 
黎曼于 18 W 年写了《论用2角级数表示函数 h 此文不但是三角级 
数（傅立叶级数)理论中奠基性的著作，而且黎曼积分概念也是在 
此文中提出的.按规定，黎曼还要作一篇“就职演说”，他提出三个 
题目以供高斯选定，前两个题目他都有相当准备，可是高斯偏偏选 
r 关 f 几何基础的第三个，这大概是因为高斯本人对此极有兴趣 
吧。黎曼只好极其紧张地来准备，当时他贫病交加，病愈后在七个 
星期之内完成了这篇空前的巨著，题为《论作为几何基础的假设》 
(Uber die Hypothesen , welche der Geometrie zn Grunde liegen ), 1854 

年 6 月 10 日，黎曼在哥廷根大学哲学系作了这个讲演。 

这一天应该是数学史上大书特书的一无 & 黎曼为使哲学系部 
些对数学所知甚少的教授也能听懂，通篇几乎没有一个数学公式。 
然而由干其思想之深邃，不但当时，今天我们再来谈也感到十分吃 
力，后来，黎曼的遗著发表之后，人们才知道，他为此文作了多少繁 
冗的汁算。但是确实与众不同，据戴德金冋忆高斯认真地听了这篇 
演讲认为其成就大大超出了一切期望而十分激动，在回家的路上， 
怀着他极少有的满意心情，和威柏一起讨论着黎曼的思想的深刻。 

黎曼的演讲是一篇数 学一〜 哲学论文。一开始他就指出：® 


① 这篇演讲有 Spivak 的不甚谨产的英译本。见 S ； )ivak ， M. A+ 

duciujit to t VoL 2 1 Publish or Perish，1979,135 — ] 53 页。 我们 

的弓 I 文都是据此。 
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“众所周知，几何学寧先假设了空间的基本慨念，及在空间中种种 
构造的基本原理。它对这些东西只给出 r 唯名沦的定义，其基本的 
规定则以公理的形式出现.这些前提之闸的关系晦啃不明；我们不 
知其间是否必须有联系，此种联系之必然性到 r 何种程度,甚至无 
法字知道，是否可能有这神联系。”然后黎曼说， s 欧几里德以 
来,数学家或哲学家都未能说明这一切，这是由于“多£广延 
量”——空间也是多重广延 s (用现代语言来说即高维的广延 
性)——的本性从未被探讨过。黎曼就来从事这个工作 4 于是讲演 
的第一部分就讨讼空间。 他说: “可以证明多童广延量吋以有各种 
度量关系，而空间只是三重 广延虽 的一种持例。然而由此必然可 
知，不能由量的一般概念导出几何定理，使空间与其它可以设想到 
的二重广延量相区别的性质只能由经验 得出， 这篇讲演中凡说到 
经验之处都可以理解为物理^—当然是广义的物理。所以，黎曼对 
待空间问题的基本思想是:不能从形而上学的议论出发，而必须从 
现实的物理关系出发.应该指出，高斯也有这个思想。在 t 一章我 
们引用过的高斯书信中可以看到 。 而在黎曼同时代的人一例如 
下而就要提到的克利福德和物理学家亥姆荷兹 （Helmhcto Her ¬ 
mann von , 1821 1894) 中这种反康德的思想是相当普遍的。 

因此，现在的问题就是找出决定空间的度量关系的最简单的原理。 
但是可以有好几种不同的原理，欧几里德的系统即其中之一。在这 
里我们看得很清楚，黎曼是在试图说明应 给非欧 几何什么地位。黎 
曼的思想其实是回到经验，即回到物理 。他说 :“这些原理并非逻辑 
上必然的，而是经验上确定无疑的，它们是 假设； 所以.可以研究它 
们的可信性，而在观察所及的界限之内，这种可信性无疑是很大 
的，然后就要決定，把这些原理推广到观察界限之外，无设向无限 
大或无限小方向推广，是否合理， ® 


① 现代的嫌分几何中坐#不写作^而写作…，这里有很深的道 
理，现在不来说 明了。 
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黎曼马上指出，不一定要限制于三维的情况而可以讨论 n 维 
空间 . 他说维空间即一个 n 维流形——不过要注意，在黎曼的时 
代，并没有现代数学中流形的概念。黎曼用了 manifold 为个 i 司(今 
译流形），似乎是按其原义“多样性”来理解的，意即空间的构造是 
多神多样十分丰富的，而不是牛顿所理解的空空荡荡的箱子0但是 
黎曼本人似乎对什么是流形已有相当理解。从本文后面来看，他似 
乎知道，流形是局部的欧几里德空间。时且他认为这对好几个数学 
分支都是不可少的，例如复变函数的多值性即是如此。这里黎曼又 
很显然地讲到了黎曼曲面，这当然和个顿的空问大异其趣了。这里 
极其重要的是局部化的思想.流形的特 点是: 它在每一个局部中都 
是 欧几里 德空间，但其整体则不然。所以黎曼对空间的研究是埽部 
化的。 

讲演的第二部分讨论空间中的度量关系。这里黎曼指出，最重 
要的是要给出一个度量，例如，欧几里德空间的度量即 

= dx 12 + …+ rf x' (4) 

如果一个空间具有以上度量则称2为平直的。一般的空闸不可能 
是平直的，它的度量应诙写为 

B 

— , ^j(^) — (5) 

f j^= 1 

(心 ( O ) 是正定矩阵 。 由 （5) 式也可以看出，每…点处的度童都不 
相! T 1]. 芮此.空间在每*点附近的性质是不相同的，这就是黎曼在 
他的讲演中-再提到空间的 R 所性(听臟的原％他还指出_ 
一般地不可能把化成（ 4 )，因此.从本质上与平直空间不同。黎 
曼指出这些空 NS 弯曲的，然而，例如曲面的弯曲性足相对予包含 
此曲面的更高维（三维）空 M 而言的，应该要摆脱这个围的”空 
办法就是考虑曲而的一种变形.即让它弯曲、扭转、……但要求 
度!5不变.我嬰把绰过这 (4 变形的曲而吞成足 V . 相等价的•这 
沖瓦相等价的曲而一一空 N -上有相同的儿何学•这样就&到 
r 把曲 面和包 闱它的$ 叫分 m : 妁卩的.例如，'卜■^主 I 财 




的，因为例如一张纸，卷一下就成为注面，而它的几何本性并没有 
变，另一方而，平面和球面本质上不同，因为，不经拉伸（度量改变 
了！），是不可能把一张纸变成球面的。那么，离开了“包围的”空间， 
怎样刻划这些本质+同的空间呢?答案是利用曲率，因为，黎曼说， 
可以利用曲率的一个性质知道它在变形之下是不变的（高斯的“绝 
妙的定理”）。但在曲面的情况下，曲率的概念是“看得见”的，即未 
脱离“包围的”空间，现在想要摆脱这个更高维的空间，就必须利用 
曲率的内在的性质。这里黎曼指出了可以应用高斯——邦尼一一 
陈定理,实际上，我们上面关于二维世界的讨论就是由黎曼的讲演 
套出来的。黎曼也把曲率的概念推广到 n 维流形，这里就不再说 
了， 

现在我们想暂时离开本题讲一些闲话。通俗的科普著作，应该 
努力作到“通而不俗' 可惜的是，搞得不好就会“俗面不通' 玻尔 
曾经严肃批评过加莫夫 ( G a m 0 w ， GeorgO —本通俗小书《汤普金斯 
先生奇境漫游记 K 似有中文译本），因为其中讲到一位先生在量子 
世界的密林中遇见一群猛虎而拔枪射击自卫，可是因为测不准原 
理的作用，子弹无法命中老虎而大惊失色。玻尔指出，他忘记了量 
子规律只有在微观世界中才会起明显的作用，量子世界里怎么会 
有老虎呢?玻尔指出，这种科普著作最大的毛病就是在这类最关紧 
要之处给人以错误印象，严重的甚至会“俗而不通”。加莫夫是一位 
了不起的物理学家，玻尔的学生+又是出色的科普读物作者，尚且 
要受到自己的老师的批评，我辈则更当以此力戒，千万不要干那些 
哗众取宠其实是自己丢脸的事 & 知识性和趣味性，首先要是真知， 
才能带来真正的趣味，即“通而不俗”。例如我们说到脱离包围的空 
间来看曲面，并不是闭上眼睛硬去设想这么一回事。数学科普书中 
也有一本相当有名的书《平坦世界办 W ), 说到一群生活在二 
维平面的几何图形的故事，想起来也是荒诞离奇，而且无法自圆其 
说，黎曼也讲到如何脱离包围的空间，但是他完全不是“硬想”，而 
是把度量相等而在包围空间中具有不同形状的曲面视为等价而不 
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加区别，这样他訧除去了包围空间的影响。他再用“绝妙的定理”找 
到了刻划这些等价曲面的几何量——曲率， 利甩它 和其它曲面本 
身的量的关系(高斯-一邦尼——陈定理)刻划了曲率作为内蕴几 
何量的持性。当我们初听到曲面作为一个空间的说法，时常感到高 
斯、黎曼了不起的想象力。进一步就知道，这种“想象力”是来自极 
哏苦的工作而得的数学洞察力，由此也更见他们的伟大。否则，“想 
象力”变成了 4 ‘幻想力”，数学也就成了“神话' “幻想”丰富的人多 
如过江之鲫，终究没有几个人在科学上有贡献，原因恐怕也就在 
此。下面还是固到 TE 题。 

黎曼讲演的第三 部分: 对空间的应用 J 卩用上面所说来讨论我 
们生活于其中的空间。在第二部分中黎曼花了相当的篇幅讨论常 
曲率空间。平直空间是曲率0的空间，在常曲率空间（球面.正曲 
率；愧球面，负曲率）中，几何图形总可以不变形地从曲面的一处滑 
动到另一处，我们从 H 常生活中也知道，可以从球面上剪下一小 
片，贴到 M -个球面上而非常密合(但贴到另一个半径不同的球面 
匕就不行了），其实伪球面也有这个性质。接着，黎曼问、决定空间 
性质的度量关系是否依赖于经验（即物理)或在多大的程度七依赖 
于它。 他说，对于连续的流形，由经验来确定度量关系总是不准确 
的，持别是在超出了观察的界限时是如此。这里，黎曼提出了一个 
划时代的思想，即必须把空间的无限性和无界性（即没有边界）区 
分开来。在认识外面世界时，不必要假设空间的无限性但总是假设 
了其无界性，例如球 面是有 限的，但有什么边界呢？（这里我们不 
是说球面是它$早甲的球体的边界，而是说球面作为一个二维葩 
形其本身没有圆盘则不同，它也是二维流形 t 但是圆周是它 
的边界。）空间的无界性是一苒被证实了的事，而空间的无限性则 
相反，例如正常曲率空间（球面是其一例）就一定是有限的 6 黎曼 
说，如果一个物体要能在空间中移来移去，空间就必须是常曲率 
的，而天文观测表明，此曲率不能为0,因此 t 空间的有限性，例如 
球面作为一个二维空间那样，是相当普遍的。我们之所以看不到这 
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一点，是因为曲率的倒数是一个面积，与此面积比较，我们的望远 
镜之所及也都小得吋以忽略不计，这样人们很自然地把无界性和 
无限性混为一谈丫 a 请读者把这和上一章讲到罗氏几何中的常数 
^比较一下即可了解这是什么意思。 

近年宇宙论的研究常得出一个命题，即宇宙是有限的。这个命 
题招致了不少批判。其实论点只有 一个: 如果真正如此.宇宙以外 
是什么呢？难道不是上帝吗？其实，批判这个命题的人 一直没有真 
正懂得什么是有限的宇宙，也不懂得有限的宇宙可以是无界的。所 
以宇宙的边界 y 吁这个说法本身就不对 & 他们的空间观仍然和牛 
顿的空间观一 #/空间是一个均匀面平直的空空荡荡的大箱子，也 
就是曲率为0的三维流形.这当然是过分的简单化，或称之为形而 
上学。 

黎曼在讲演结束时说 :“这 些问题的答案只能由关于现象的某 
些概念出发才能得到，这些概念要由经验来证实,牛顿奠定了这些 
概念的基础，而在遇到它们不能解释的事实时，牛顿又逐步地修正 
这些概念。我们以上所作就是 ：由一 般性讨论开始探讨。这样做只 
能保诬 这神研究不会受到过分局限的概念之妨害，面且不会因传 
统定见而难于理解事物的联系。 

这里我们已经迸入了另一门科学即物理学的领域，我们的讲 
演的性质使我们不能再深入一步了 

读完了由高斯到黎曼的这…段历史就可以着到，在非欧几何 
出现引起了疾风暴雨以后，高斯和黎曼的道路是回到物理，回到现 
实世界，非欧几何打开了人类的眼界•雨过天晴苒来重新看世界, 
就得到这样深刻的结论。这不是思想解放又是什么呢？要知道，这 
才是罗氏几何出世几十年的事，人们还普遍地不能接受它。而在这 
时黎曼竟然超前半个世纪，预告了广义相对论的出现，这正是“我 
从一无所有之中创造了一个新宇宙”!但当时至少有一个人理解这 
一点，他就是英国数学家克利福德 (Clifford William Kingdon ， 
1845-1879), 他说，事实上我认为：（1)空间的小部分有一神性 
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质,类似于曲面上的小山，这曲面平均看起来是扁平的 〆 2) 呈弯曲 
的或畸变的这种性质以波浪方式连续地从空间的一部分传到另一 
部分。 （3) 空间曲率的这种变化，确实如我们称之为物质运动的那 
神现象中所发生的情况一样，不管这种物质是有軍量的还是象空 
气那样稀薄的。 U ) 在这个物理世界中，除了可能遵循连续性规律 
的这种变化之外，没有其它事情发生，®所以要想严格地研究物 
理，就要注意这些“小山”;要想真正理解榭理空间的性质，就必须 
把物质与空间结合起来。这正是广义相对论的精髓 & 

可是离广义相对论的出现还有半个 Ik 纪 u 我们再利用这点空 
闲介绍一下克莱因的思想。他使我们能够把时间和空间统一起来 。 

在19世纪中，几何学研究的一个“热点”是射影几何学。这要 
从几何图形的变化——准确的说法是变换——说起.早在 《几 何原 
本》中就已经考虑到几何图形的变化-一运动。第一章里介绍合同 
公理时就讲到一个几何图形在运动下不变的问题 。 后来，人们更确 
切地知道，这种保持几何图形不变的运动有平移、旋转还有反射 
——就是从一个镜于里看几何图形，那当然小会改变其形状(但是 
严格地说还是改变了，例如左手在镜子里变成了右手，这叫做改变 
“定向更进一步还有相似变换即放大或缩小，它改 
变图形的“大小”但不改变其形状。其实还有更一般的变换,例如切 
变（见图 65) 可以把矩形变成斜的平行四边形。还有在各个方向上 
以不同的比例拉伸，可以把圆变成椭圆，图66是沿 z 轴拉伸面穿 
轴方向不变的例子.这样我们看见，在变换之下，一些原来以为是 
固定的界限消失了 •例如圆和椭圆的界限消失了。但是能不能找到 
这样的变换使得圆与双曲线的界线也会消失呢？有的。例如作一 
个圆锥.并且用位置不同的平面去截它，这样可以得出椭圆（圆是 


① U 文见克莱古今数学思想》第三卷，315页.克利福德原作标题是 《论物 质 
的空间评迫 》 （On lhe Space Theory of s Ptot, Camb. Phil. Soc . ， 2 1 ■ 870, 

157 -- 158 . 
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因 65 3 诎 


它的特例）、抛物线和双曲线。如果我们从圆锥顶 G 杷平面/上的 
圆向竖立的平面 I (用阴影表示)作投影分別变成 
圆就变成了双曲线。这种变换称为射影变换。既然一切似乎间定 
的界限消失了 .几何学还研究什么呢？研究变换 F 的不变呈 & 既有 
各种不同的变换，就有各神不同的 不变埴 ，而研究它们就得到不同 
的几何学。例如平移、旋转(可能再加 反射) 构成刚体运动，度量是 
它的不变量,相应的 II 何学叫做度 
M 几何学，再加上切变、各向异性的 
拉伸等等.得到仿射变换，它是仿射 
几何的基础.连同投影形成射影变 
换.研究这种变换的几何学称力射 
影儿何学。射影变换下的不变性有 
哪唉呢?例如共线性 （直线 在射影变 
换卜'仍变为直线）、非岡和比都造， 

在19世纪中叶，射影几何学曾被当 
作节少是几何学的中心。克莱因其 
罕证明了罗氏 FL 何以及黎曼的正常 
曲率空间的几何#(通称为重砘冏 
) L 何)都是射影儿何的特例。这个热 
潮当然 l 浮过去，而研允数学中 _fr 
哪 些上题 -时占据 r 中心然眄 
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又悄然隐去，如潮来潮往.当然是很有意思的事。但是克莱因的著 
名就职演说——又是-篇就职演说 ，这 一次是为了取得爱尔朗根 
( Edangeii ) 大学的教职一却将长载史册，并称为“爰尔朗根纲领” 
(正式的标题是;《近代几何研究的 tt 较评述 KVergleichende Beua ， 
chtungen Qber neuet geomettische Forschungen 1 1872))* 他的基本思 

想是: 每种儿何都由一类变换所刻划，这神几何的对象就是这类变 
换下的不变量。可以据此研究各种几何的分类及其相互关系。我 
n 之所以提到克莱因，主要的原因并不在于想介绍种种几何学 . 特 
別是射影几何学，而是因为变换下的不变量这个思想在物理上的 
重要性。 

最早讨论不变性问题的是伽里略。我们在第一章中讲过他的 
著名理想实验——从航船的桅杆顶上抛石头。这里伽黾略的思想 
是： 如果有两个参照系〗和 i .而且彼此相对作匀速运动-一注 
意，速度是向量，勻速是指此向 s 的大小与方向均不变一-则我们 
没有办法用力学实验来区分哪一个参照系是运动的，哪一个是静 
止的。这是-个卜分重要的原理，通称力伽里略相对性原理（爱因 
斯坦的狭义相对论则进一步提出，不但怍力'学实验不行，作例如电 
磁学、光学实验也不能区别它们 k 所谓参照系就是一个坐标系（包 
括时间与空间），所以 I 、5就是两个坐标系， 
W 〖和 1相对作匀速运动就是一个坐标的变换： 

x } — 十 4- os 之3 一”彳 

X * 2 ^ 工！ + ('2 必十 如心一 〜 ⑴ 

a — Cgi^j + €^2 + C * S 3 工3 


t ! t — 

这里，矩阵 ( D 要适合一定的条件伽里略相对性原理就是:牛顿 
运动方程在变换 （1)( 以后称为伽里略变换)下不变。值得注意的是 

(1) 中——空间坐标 和 〖 时间坐标一~^的地位显 

然是不同的 。 U ) 中第四个式子^ ; 一 Q 是说，对时间只允许一 
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种很特殊的变换：改变原点， B 卩 a 中时间的起点"=0是 I 中的 i 
这当然有些好笑.如同一个唐太宗的狂热追随者会坚持时间 
的起点是贞观元年，而不是耶苏诞生的那一年一样小足道。现在我 
们既已熟知什么是高维空间.自然可以把时间 V 空间放在 f 等地 
位上*而考 虑更- -般的变换了： 

Xi = 十 + + 

— -h c n ^2 + c 2l x^ + (2) 

Xn r C^Xx -h C^2 + r 

"= +〜兩 + 。病十 ^ 

第一个在数学上提出时间和空间不可分的是德国数学家明可夫斯 
基 （Minkowski Hermann , 186^1一1&09)。现在我们才有了统一的宇 

宙(宇是空间，宙是时间)而且它会是弯曲的！明可夫斯基把这个混 
同时空的宇宙称为“四维连续统”，它才是物理事件的舞台。把时间 
与空间分开有什么自然的理由吗？没有。如果一定要分，也应该允 
许不同的分法。这些似乎是一些形而上学的玄想。但是，这是“新 
宇宙”的胚胎。在19世纪末、20世纪初有许多物理学家和数学家 
都 达到了 这种思想高度。相对论要出世了，这是“从一无所有”之中 
创造出的“新宇宙' 


§2相对论一牛顿的时空的终结 


把相对论单纯说成是数学观念的深刻变化的产物，是太过分 
了终究是物理学的一部分，其直接的来源是要解决物理学中存 
在的矛盾，而且是以物理实验为依据的.但是说19世纪数学的发 
展直接为相对论的出现铺平了道路，这就没有言过其实了 . 这不仅 
是指当时数学的发展为相对论提供了必需的数学工具，而且是措 
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相对论的时空观已经在相当程度上由数学家提出来了，或苕可以 
说是巳经由数学家预见了 v 这不但是指黎曼、克利福德这些人，而 
且在20世纪初已经达到相对论“脚跟前”的至少还有一批数学家 4 
邦加莱已达到了这个高度是众所周知的，其实还可以举出希尔伯 
特（明可夫斯基就不必提了）和法国数学家阿达玛 （ Hadamard ， 
Jacques, 1865 1 9M) . 可惜这些事都只是作为轶闻流传 D (关于希 

尔伯特，请参看《希尔伯特》一书，上海科学技术出版社，1982,131 
一 132页。关于阿达玛，是由他的已故的中国学生吴新谋告诉作荇 
的）。 更重要的是从非欧几何的发现所带来的对人类直接经验的批 
判的、穷根究底的态 度直接 清扫了道路。相对论已经呼之欲出。 

牛顿以后经典物理学最重要的成就之一是马克思威尔的电磁 
场 理论， 因此，场的概念在物理上起着越来越大的作用。两个带电 
粒子的相互作用（库伦定律）是由于它们在空间中形成了电磁场， 
而场对带电粒子有作用。这种作用不是超距的.而是近距的 :带电 
粒子首先是受到紧靠着它的那一部分场的作用，这个作用可以用 
微分方程来表示。也由此，空间不再是空荡荡的箱于，而是有物质 
的作用的，这一点已经与牛顿的思想不同了。如果电磁场在某一处 
受到了扰动•则此扰动将以电磁波的形式传擂，其速度是有限的。 
马克思威尔给出了电磁场的基本方程 一 这是一组偏微分方程， 
并 a 预见了电璐波的存在，光波也是电磁波,而各种电磁波传播的 
速度都相同•即为光速.真空屮的光速（以下 E 作 C 太约是每秒 
300,000公里）。何是，人们习惯地认为，波的传捕一定要鉀介质。 
这种介质人们称之为“以人1”，它足一种人们设 B 的弥漫于整个字 
宙的 东西* 谁也说 ■^淸 它有什么性质，更豇要的是，谁也尤法用实 
验滢 定它的 

但是这个毫无内容的以太概念却与对空间本质的理解冇关。 
自古以来人们就愤得运动-定是相对的 ：某 t 物体相对 r 其它物 
休而运■然而牛顿的物理学却是以绝对的空间、绝对的时 m 以及 
随之 而来的 绝对的运动力茌础的。这就迠^冇11、绝对的卷照系 
1^2 



存在，牛顿的力学诸定律在这个绝对的参照系中成立。这个参照系 
称为惯性系。爰因斯坦说 ①:“ 光学曾假设存在一神同其它运动状 
态都不同的特殊运动状态，这就是光以太的运动。所有物体的运动 
都应该以光以太为参照才具有意义。因此，以太显示「自己是绝对 
静止这一毫无意义的概念的化身。如果光以太真正存在，并且以刚 
体形式充满整个空间，而所有运动都应该以它为参照，那末我们就 
可以说有绝对运动，并且在这基础上建立起力学来。但是，在目的 
在提示以假想的光以太为参照的特殊状态的物理实验都失败以 
后，问题就应该反过来加以考虑了。这就是相对论系统地做过的工 
作.相对论假设不存在特殊的物理运动状态，然后研究从这个假设 
出发在自然规律方面可以得出什么结论来”。 

否定以太存在的物理实验，最著名的是 1887 年的迈克耳孙 
( Michelson , Albert Abraham , 1852 — 1931 ) —莫莱 （Morley ， Ed - 
war<i . 生卒不明 ，二人 都是美国的实验物理学家）实验。这是个设 
计得很好很精确的实验，其目的是，如果以太真正存在，则在地球 
穿过以太运行时将会引起以太风，而使光在平行于此风或垂直于 
此风的方向上传播时速度略有不同，这个差别将可由光的干涉显 
现出来。结果是否定了以太的存在。这个实验可以说是 W 世纪中 
最重要的物理实验之一，它的结果使人十分困惑。为了摆脱困境， 
著名的荷兰物理学家洛伦兹 Hendrik Antoon ,1853- 
1928) 提出 f 一个假设，即一根刚性的杆如果以速度〃平行于其自 
身而运动，则其长度将要发生收缩:若静止时的长为运动中的 
长为 i ， 则 L 一 U 71—《 2 /人这叫做格伦兹收缩。为了解释其它的 
实验结果，洛伦兹还提出了时钟变慢的假 说:设 在某个参照系（例 
如说是地球）中观察到两个事件，其时刻是（和 h 现在在另一个 
以速度 u 相对于此参照系作匀速直线运动的新参照系 （例 如说是 


① 见 《相对论的认识论观点以及闭合空间-文》，《爱因斯坦文集》笫一卷， 
页，商务印书馆年， 
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飞船）中观察到这两个事件发生的时刻是 6 和则 

6 4 = (^1 — h ) vT — tt z / fj 2 \ 

就是说，如果在5船匕观察到的时间差是1秒( ;1 一6=1\则在地 
卜观 察到的时间差是 1 /Vi - 秒。真是，“洞上方一曰，世上已 
千年。”洛伦兹提出这两个假设当然不是灵机一动而有深刻的根 
据，但总给人一神印象，以为它只是为 r 解释某种现象而怍的十分 
牵强的“阴谋 诡计' 但是爰因斯坦不作如是观。1905年，爱因斯坦 
发表广？论运动物体的电动力学 》 （Zur Elektrodynamik bewegter 
Korper ) —文，系统地提出了狭义相对论，文中说到，……对干力 
学方程成立的参照系（按即指惯性系）.电动力学和光学的规律相 
同 □ 我们将把这个猜测（其要点今 e 将称为 （ 相对性原理，）提高到 
公设的地位，同时还要引入另一个公设，它只是在表观上与前一个 
公设不相调和，即光在直空中有确定的速度 t ■而与发光体的运动 
状态无关 6 若想要在马克思威尔关于静物体的电动力学基础上，为 
运动物体建立一个简单而相容的理论，这两个公设就已足够了 & ，’ 
从这里我们又看到爱因斯坦的方法完全是几何化的，他的出发点 
是两个公理： 

i ■相对性原理。在-切惯性系中物理规律(包括力学、电磁 
学、光学)都相同。即是说不可能通过任何实验(不只是力学实验, 
而伽里略相对性则只提到力学实验）区分出某一参照系是静止的 
还是在怍匀速直线运动。 

皿-光在直空中的速度恒为 C . 

这两条公理在表观上是不相容的.因为由经典的伽里略变换 
(1)( 其恃例是 

分 1 = A 一 W X * 2 = X 2t X f a = X^ t t f = L t 3> 

以后凡讲到伽里略变换都是指它)可得速度的加法定理，所以如果 
在参照系（^，^，^^^中光速是匕则在以速度 U 沿 JTi 方向对它作 
匀速直线运动的参照系( V〆 ） 中光速将是 c 一 1这与 H 

相矛盾。因此，为了得到_+个相容的理论(请看，数学家所宠爱的 
]84 




“相容性”也侵入了物理学），就必须故弃伽里略变换而代之以所谓 
洛伦兹变换，其特例是 

(〜一 ut)i 

? 2 = X f ^ = X Z , ⑷ 


V = (t — y^i/r 2 )/ yT — ?/c 2 . 

其实一般的洛伦兹变换总可以化约为它。洛沦兹发现 r 这个变换， 
邦加莱也发现了它。但是爱因斯坦则完全是独立于他们二人，而且 
是由对马克思威尔方程的研究得出它的。所以爱因斯坦1905年的 
论文中根本没有提到洛伦玆的名字6事实上，公理 I (相 对性原 
理)是与伽里略变换不相容的，因为马克思威尔方程组在伽里略变 
换 f 不能保持形式不变，所以如果要坚持伽里略变换，则应该呵以 
用马克思威尔方程是否采取特定的形式来判定该参照系是否静止 
的，从而与公理 I 矛盾， 

有了洛伦兹变换后， I 和1相容了，这样我们就有了狭义相对 
论。但是，挽救了马克思威尔方程以后，牛顿方程又出了问题，因为 
它不是在洛论兹变换下不变的 . 真是扶得东来西又倒。这时爱因 
斯诅走了大胆的一步。爰因斯坦采用的方法是修正牛顿方程 5 设 
(^，^，:^，〖)参照系中质点的质量是则在运动的 （ r / ， 
r )参照系中质量是因此，牛顿方程成为 

F f = ~{mr /I - i ! w (5) 

这似乎 S 太玄妙了。否.这是有物理实验作依据的。例如在美国斯 
坦福大学的直线加速器中，电子被加速到很接近光速 。为了 偏转其 
轨道所需的磁扬力远远大于按牛顿力学计算的大小。这是由干高 
速运动的电子质量增加了很多的缘故。很节还有一个实验.结果表 
明，如果一个电子质量为_，则当它以很高的速度 〃运 动吋•质量 

将会变成…而 ^ = 十按爱因斯坦的修正，则是 mv 7 - = 
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辱 — j 琴 H 用二项式定理并且略去 W ) 2 这 

样的项）。二者是惊人的一致这样得到了牛顿运动方程的相对论 
修正。而更重要的是,是动能，于是等等也都应诙 

是能因为只有同类的东西相加才是有意义的。这样，我们就得 
到惊人的质能相当；质董 m 相当于能量或者记作 

• • 4 ■ 

E = me 2 (6) 

这就是说，在相对论中，质量与能量的界限消失了。经典物理中有 
质量能 M 两个守恒律，现在在相对论中只有一个统一的质童—— 
能量守恒。许多人都因为有了原子弹而得知质量相当，爱因斯坦确 
实也因为预见到质能的互换而在二次大战期间向美国总统罗斯福 
上书警告纳粹德国制造原子弹的威胁。但是，一个理论公式是不会 
造成什么威胁的，需要的是实验的验证，以及从实验上发现原子的 
裂变确实会释放能量。相对论的种种奇怪的结论都需要实验验证, 
现在不乏大量实验结果证实相对论的这些惊人结论。例如关于时 
间变慢可以用〃介子的衰变来证明。这是一种平均寿命很短的粒 
子，产生于大气层顶部并以接近光速的高速射向地面。可是即令如 
此，最多走上几百米也就会“寿终正寝”了，为什么我们可以在到达 
地面的宇宙射线中找到它的踪迹呢？这是因为时钟对在髙速运动 
的#介子变慢了，因而使它的寿命延衽了 1/ 倍.还有一个 

事实应该提到。洛伦兹变换以及许多有关的公式中都出现了因子 

/ l — 当心 r 时，它是虚数而失去了物理意义。这表示，在狹 
义相对论中，速度 u 不可能超过光速，光速是极限速度 u 

爰因斯坦的狭冬相对论大体上町以分成两个部分，一是相对 
论的运动学，这是它的几何学部分。--是运动物体的电动力学。对 
后-部分我们不去讲它 D 前一部分的重大意义在干它改变了我们 
关于时间与空间的根丰看法，要注意，爱因斯坦首先是物理学家， 

对于他，实验是更重要的 U 尽管现代物理的实验例如迈克耳孙一- 
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莫莱实验和当年伽里略在比萨斜塔上抛下的两块石头大有区別， 
后者几乎可以从 H 常生活中俯拾而得，前者则必须有一定的理论 
思维怍指导才能有 n 的性.才能告诉我们有意义的倍息，但是二茗 
同为实验，而不是单纯的理吁思维。爱因斯坦不是数学家，因此他 
的 X 作在数学 h 是“粗糙的'我们还得借数学家之 □ 才能完全了 
解其意义。所以我们要讲一下明吋尤斯基尤于相对论的阐述。在 
前述《希尔伯特》一书】31 -132 页上记载 r 1別 5 年明可夫斯基和 
希尔伯持的物理 讨论班 ，当时讨论的主题是运动物体的电动力学 
(与爱因斯坦的著名论文标题相同）。据物理学家波恩 ( Bom ， Max ) 
的回忆当时讨论过迈克耳孙一莫莱实验，洛伦兹收缩，洛伦茲的时 
间等等，但是“在希尔伯特一明可夫斯基讨论班上•绝没有提到过 
爱因斯坦的名字'后来，当爰0斯坦的名宇传到哥廷根时，明可夫 
斯基记起了自己早年的学生(在苏黎世工业大学，当时爱因斯坦年 
方 17) _ 他说: “噢，都个爱因斯坦，总是不来上 课一- 我真想不到 
他能有这样的作为”!①（现在也有人提倡学生不上课，大概忘记 
了，一个命题成立时，其“逆”却不一定对，爱因斯坦是不上课的” 
不上课的是爱因斯坦”? M 908 年秋明可夫斯基在科隆发表题 
为《空间与时间》的演讲。我们从《希尔伯特》一书中摘录几段：‘我 
向你们提出的空时观是在实验的物理学的土壤中发芽生长的，这 
正是它们的力量所在。这些观念是带根本性的。今后，单独的空间 
和单独的时间注定会消失于虚幻之中，唯有两者的结合体将保有 
其独立的真实性\ 

在哥廷根时，他常跟他的学生们说* ‘爱因斯坦的深刻理讼的 
数学表达方式是粗糙的一一我能这样说，因为他是在苏黎世跟我 
学的数学\……现在，人们称作‘几何化的伟大时刻’到来了，这就 
是明可夫斯基的科隆讲演。只短短几分钟时间，明吋夫斯基为相对 
论引进了他自己极为简单的数学空时观，根据这种思想，同一现象 


①见《希尔伯持》一书，页和 wo — mi 页。 
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的不同描述能用极简单的数学方式表出。 

‘三维几何变成了四维物理中的一章\ 

‘现在’，他告许听众， ‘你们 知道了我为什么要在开讲时 说:空 
间和时间将消失在虚幻之中，而唯有世界本身将会永存/”① 

明可夫斯基为物理现象提供的舞台是四维的时空连续统，这 
一点在上一节中讲到了。其实，伽里略的宇宙也是四维时空，不过 
时间是与空间严格分开的 . 如果作一个平面则其上的点全 
可写为 (A 1 ^，^，&)，即除时间坐标固定为6夕卜，空间坐柱是任意 
的。即对空间的不同点，有相同的时间 / = L 所以伽里略的宇宙亦 
即牛顿的宇宙允许绝对的同时性。如果 (A ，^，(。)处——即心时 
刻 (A J 2 ， h ) 处——的事件，在，力，力4。)处有了影响，则此影响 
从传到并不需要时间这就是超距作用。我们 
这样看到，曾引起人们许多议论、牛顿本人也为之苦恼的“超距作 
用”其实来自同时性概念 6 再看明可夫斯基的四维时空连续统 ？ 因 
为洛伦兹变换把时间与空间“混合”起来了，则可能用一个适当的 
洛伦兹变换把《，〜，‘"）， ) i ; ^ t tr ，变成时间坐标相 
同的点于是在 Q ，0 参照系下不同 
时的事件，在 (^ T ) 参照系下成了同时事件。同时性的概念消失了, 
“超距作用”的困难也就烟消云散。这一点爱因斯坦自己也讲 
过， 

但是，同时性在另一个参照系中成为非同时性，终究一时难以 
接受。爰因斯坦本人举了一个物理的例子说明它 & 设在一个以匀 
速《沿育线运动的火车厢（运动的参照系）的中点发出一个光信 
号，于是光向车厢前后两壁射去，而且应该同时到达两壁 C 同时事 
件）。 但对于站在车外的观察者(静止的参照系）看来就不如此了。 
光在运行，车也在向前走。车的前壁拚命向前似乎想躲过光的追 


① 见《希尔伯特 I -书，133页和 H 0— U 1 页 = 

② 见爱闪斯饥 "自述 '《爱因斯坦支奥 K 第一卷+ 27页 
188 



赶，所以光信号赶上前壁时要走过的路程不只是半个车厢，还要加 
上前壁在这一段时间躲过的距离。车的后壁就不同了，它急急忙忙 
迎着光信号奔去，所以光信号到达后壁时实际上走了不到半个车 
厢。光信号应该先到达后壁，后达到前壁(不同时事件）。 

如果从时间和空间的相对性得出一个结论认为一切观测结果 
都是相对的，这就错了。实际上，两点或称两个丰件 
之间的一个董 

/ = vV (卜 T ) 2 — Cr] — 丨 ） 2 - （ m ) 2 - U ^r<7) 

就是洛沦兹变换下的不变量。怀特海德称它为两个事件的“间隔”。 
事实上，可以证明， 凡保持 (7) 式不变的线性变换必定是洛伦兹变 
换的。间隔是一个很童要的量，特别是，考虑0^ 2 心，0与原点之 
间的间隔 


I 0 = Vc 2 t 2 — x\ — x\ — x\, 

I D = 0 是四维空间中的一个圆锥，称为光锥 D 我们把它示意地 tii 
在图的上 。光锥 内外有根本性的不同 & 光锥内的各点均使1。>0, 
其外各点则使]。<0,因为洛伦兹变换保持间隔 I 。不变.所以在 
这种变换下，光锥内外的点不能互变 6 如果在原点处发生一个事 
件/而随时间/之变化，此事件遂渐演进到 r •因此 r =. f ( o . 这是时 
空连续统内的一条曲线，称为此 
事件的世界线 4 最简单的情况是 
世界线为直线的情况当 
世界线伸向光锥内时 ㈤ ，即 
速度小 T 光速。这是许可的。我 
们称它为类时世界线，因为一定 
可以通过迠当的洛伦兹变换把 
它变成时间轴（轴。但伸向光锥 
外的直线必适合 
即速度大于光速，这在物理上是 
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不许可的。所以原点处的事件不可能影响到光锥之外。光锥内的 
-切事件都不可能影响光锥外，二者之间决无因果关系。因此.光 
锥之外实际上 是…个 禁区。 m 是，即使光锥之内也有问题。哥德尔 
曾经提出一个模型（即“非欧几何之模型”那个意思的模型），使得 
光锥之内的时间关系可以完全倒过来.过去的成为未来，未来的成 
为过丄、这是一个非常深刻的思想.因为它向因果性这个根本概念 
提出 r 挑战。因果性是哲学中的困难问题。 m 不论各派哲学家如 
何解释闶果性.因必在前，果在因后，总是肽人所公认的^现在既然 
时间的次序能颠倒.谈论因果还有什么意义呢?对干这个 [分 困难 
的问题，爰因斯坦自己也说：“库尔特 ■ 哥德尔 （Kim Gadd ) 的论 
文，照我的见解，对广义相对论，特别是对时间概念的分析，是一个 
重要贡献。这里涉及的问题，还在建立广义相对论的时刻就已经使 
我不安了，而我罕今还未能把它澄清”①。 

相对论是一个物理理论。它所处理的问题是物理学长期发展 
中蒎示出非解决不可的问题。它要解释许多物理现象和物理实验。 
它的理论是否正确首先要由物理实验来检验。然而它终究是一个 
几何化的物理理论，是直接受到19世纪几何学重大发展的影响才 
能产生的理论。那么，它和几何学的关系是什么呢？爱因斯坦文集 
第1卷中一篇重要文章“几何学和经验”(该书 136-1^18 页)讲得 
很清楚。文中首先指出：“为什么数学比其它一切科学受到特殊的 
尊重，一个理由是它的命题是绝对可靠的和无可争辩的，…还有另 
一个理由，那就是数学给予精密自然科学以某神程度的可靠性，没 
有数学，这些科学是达不到这神可靠性的。”爰因斯坦还把数学 
其实是指几何学——的这两个方面概括如下:“照我的见解，这问 
题的答案扼要说来是： H 要数学的命题是涉及实在的，它们就不是 
可靠的；只要它们是可靠的，它们就不涉及实在 ，这 个貌似奇谈的 
说法其实是爱因斯坦把数学与物理学结合起来的真正決窍 ：第一 


(!) 爱因斯坦，对批 〔平的回答 '《爱 L 4 斯拟文集》第卷 ，4 S 3 页。 
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方面是说，首先必须把数学与“一切外附的因素分开”。例如 几何学 
讨论了直线和点等等，我们对这些名词并不需要有任何直觉的知 
识，所以它 扪也不 必有具 f 的内容，而对它们的陈述只需使得某些 
公理有效 & 这些公理也在纯粹形式意义上来理解的”，即是从唯 
名论的意义上来理解这样我们得到了。乍一 
看它关心的只是逻辑结构，因而是可靠思想上 
清除了一切障碍前进的定见，且在最细微处发现疑问、找到问题， 
这才使人的思想得以自由创造。从明可夫斯基的时空连续统来看， 
它当然也可以看作是-种空间——四维空间，只不过与这空间相 
应的变换不是伽里略变换而是洛伦兹变换。欧几里德空间中有距 
离，它在伽里略变换下不变，现在相应的有间隔，它在洛伦兹变换 
下不变，其它的则不定不变了。但不论如何这是一种几何宁 d 当 
然是一种非欧几何学(不是罗氏几何学 h _爱因斯坦及其同时代的 
人在接受这些与人类日常经验相距如此之远的思想时当然还是有 
困难的，但比之高斯时代的人接受平行公理可以否定这一事实相 
比，要容易多了.这当然是因为队高斯到爰因斯坦隔了整整一个世 
纪，爱因斯坦自觉地吸收了这一个世纪数学、物理学乃至哲学的成 
果。当他年轻时 （1 S 02 年），他和几位密友经常如饥似渴地阅读、争 
论，其中也包括黎曼的《论怍为几何基础的假设》、克利福德、马赫、 
邦加莱等著怍 j 也们把自己的聚会戏称为“奧林比亚科学院'以致 
爰因斯坦在自己的晚年还深情地回忆它（见文集第一卷 568-571 
页）。从这一点讲，没有非欧几何学就不会有相对论。 

可是问题还有另一方而•爱因斯坦终究是物理学家。他在诙文 
中说 ，数学 ，特別是几何学，它之所以存在，是由于需要了解实在 
客体行为的某些方面。”“仅有公理学的几何概念体系显然不能对 
这种实在客体〈以后我们称之为实际刚体）的行为作出任何断言。 
为了能怍比这种断言，几何学必须去掉它的单纯逻辑彤式的特征， 
应当把经验的实在客体同公理学的几何概念的空架子对应 （ Coor - 
dhmioiO 起来这样建成的几何学显然是一种自然科学，事实1： 
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我们可以把它看作是一门最古老的物理学。它的断言实质上是以 
经验的归纳为根据的，而不单单是逻辑推理。我们应当把这样建成 
几何学叫做‘实际几何，”或称为 f . “宇宙的实 
际几何究竟是不是欧几里德几何 凑占士 意义，其答案 
只能由经验来提供，读到这里.我们简直要怀疑，爱因斯坦的这篇 
文章是不是黎曼那著名论文的续篇了。必须要回到物理，使实在客 
体的行为与公理化的几何结论对应（其实 coordination 还有协调之 
义）起来。例如，从洛伦兹变换很容易推导出长度的洛伦兹收缩以 
及远动着的时钟变慢等结论，而这-切父可以与 u 介子的寿命等 
实验结果对应起来，这样可知.时空连续统以及洛伦兹变换确实与 
惯性系中的时空相对性“对应’’ f 起来.洛伦兹收缩也不再只是为 
解释迈克耳孙莫莱实验这一孤立事实的“阴谋诡计'于是，狭 
义相对论站住了脚踉。至此.爰因斯坦说:“我特別强调刚才听讲的 
这种儿何学的观点，因为要是没有 它，, 等宇字呼；^ 牟”。 （ 着 
重点是作者加的 h 接下去 他说: “要是•没•有•它▲就不可 
能：在相对于一个惯性系转动的参照系中，由于格伦兹收缩，刚休 
的排列定律不符合欧几里德几何的规则；因此，如果我们承认非惯 
性系也有同等地位，我们就必须放弃欧几里德几何。”这里是在讲 
广义相对论了 / F 面我们再来讨 论它。 


爰因斯坦的这种方法论可以从他给索洛文 ( Sdovine，Maurice 
也是“奥林比亚科学院”的“成员”之一)的偉上的附图（见《爱因斯 

坦文集》第一卷541页）上 
看到。图69中^是直接经 
验（包括种种实验）.由它 
经过上 行的箭 头到达 Z 
即一个公理体系。这个匕 
■i 丁的箭头不是逻辑的活 
动*它是一种最高级最复 
杂的活动。就个人而言，是 







一个没有逻辑必然性的、直觉的心理过程。它与人的社会性密不可 
分，整个社会的影响包括世世代代科学的积累，人的整个文化修养 
及至感情、爱好、流行的时尚等等都有关。对于4我们必须考査其 
相容性 、独 立性等问题。由4再到各个个别结论 S 则是完全逻辑 
的过程 a 最后要考虑 S 与 r 的对应、或协调、或检验、……这也是一 
个十分复杂的超出逻辑的过程，它不但有心理、直觉的方面，面且 
包含了人的实践活动，例如设计出神种新的实验一这其实是提 
出一些古怪的问题强令大自然冋答。大自然的答案令我们满意了， 
我们就说自 d 对了 ；大自然的回答不满意或者干脆不回答，我们可 
不能惩罚大自然而只能给自己打一个不及格。 

相对论的 T 一个发展阶段是广义相对论。 

狹义相对论解决了惯性系中的物理规律、时空概念等问题。两 
个惯性系相对作匀速直线运动，其坐标之间有洛伦兹变换。问题在 
于 :惯性 系是否存在？什么是惯性系呢？回答是：它是以下的力学 
定律成立的参照系，即不受外力作用的物体恒怍匀速直线运动 (牛 
顿第一定律，若此匀速为0即为静止）。 m 如果再问，什么是物体不 
受外力的状况?则答案又回到了出发点 j 卩该物体在惯性系中保持 
句速直线运动的状况，其实，当我们学牛顿力学时，时常感到其所 
用的基本槪念时常有互相定义之嫌，即其逻辑结构不甚清晰。如果 
把问题提得具体一点，问固定在地球上的坐标系是否惯性系?答案 
是“否”，因力地球是转动的。固定在太阳上的坐标系更接近于惯性 
系。但是太阳也是转动的，因此这个坐标系也不是真正的惯性系 t 
其实惯性系是一个有用的虚构。只要我们远离其它物体而不受外 
界的影响就会得到一个惯性系。但是如果要问什么叫一个坐标系 
不受外界的影响则答案又是循 环的： 一个惯性系就是不受外界影 
响的参照系。 

这里我们看到，绝对的时空，绝对的运动以及惯性系这些概念 
是互相联系的，都具有同样的困难:牛顿的力学定律只能应用干惯 
性系中，而惯性系是否存在又是问题。解决问题的办法是考虑一切 
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叮能的参照系，并研究物理定律在其中的表达方式，而且使得当我 
们采用惯性系时，物理定律表现为其原有的形式 

这样做有什么线索可循呢？还有一个看起来很微小而不引人 
注意的事实，爱因斯坦把它称为“等效原理'即是惯性质量和引力 
质 M 相等。我们通常所说的质量其_实_^两_个概 念:一 是当某力作用 
于一 物体时，这个物体总是“抵抗”它而“扭扭捏捏地”得到一个加 
速度 。 物体的这个性质叫做惯性。为了表征惯性的大小，引用一个 
量％,而有 F = m 心 可见对同一个力 h 惯性愈大，加速度《就愈 
小。说一个人“惯性大”就是说他懒于改变现状，就是由此转义而 
来。 W 叫做这个物体的“惯性质量”。另一个概念是，当我们把一个 
物体放& ■个固定的引力场中时，它总是受到 定 的力。这个力 
(仍记为 W 与表征这个引力场的量(记作 (?) 又成正比，有一比例 
常数，记作 WV 因此 卜 m e G 。 例如在地球引力场中 G = 是 

引力常数， r 是地心到该物体的距离。 M 是地球的质量。称为该 
物体的弓旱。可见，引力质量与惯性质量来自不同的概念，原 
是两个未侖命*西 & 可见，惯性质量与引力质量相等，这当然不是 
一个平凡的事实。这是一个实验事实。牛顿在他的《原 理》 一书中 
就 i 己述了他如何利用摆的实验证实了这一点^其后，记阜 ( E 6 tv 6 s . 
R -) 于 1&9 G 年又做了一个实验，他用扭枰来作实验，这个实验持 
续了 25年之久，证明％和 m , 相等，误差不会超过 10-1 到本世纪 
60年代又有人改进了这个实验，证实误差不会超3 X 10_ ' 这两 
个质量相等有什么结论呢彳因为 F = 所以 _ = 但 

因叫，所以这^是说加速度和引力场是-回事 4 所以爱 
因斯坦等效原理又有一个表述 方法： 物体有加速度与物体受引力 
作用是等价的。所以，当我们研究两个参照系的一般关系.而承认 
它们相对可以有加速度(不是匀速直线运动）时，就相当说这两个 
参照系都处干引力扬中。为了研究一般的参照系，只需考虑引力的 
作用即可.这-点正是广义相对论的 核心。 广义相对论就是关于 
引力的理论 & 
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为了进一步说明这一点， 

我们有必要介绍一下爱因斯 W 
著名的升降机实验。假设有 - 
个升降机，有人在其中作伽利 
略的自由落体实验 a 如果这个 
升降机吊在一座摩天大楼上， 

则这人手上的落体自由下落且 
有加速度 i ?。 不论是机内还是 
机外的观察者都看到落体受到 
引力的作用。如果吊索突然断 
了，升降机和落体都自由地下 
落，这时升降机内外的观察者 
看到的图象就完全不同了。对机外的观察者来说，落体和升降机以 
及机内的人全都受引力作用而在作相同的加速运动，其公共的加 
速度为 t 但是落体相对于机内的那个人却没有运动。对于机内的 
观察老，如果升降机是宂全密闭的，他看不见外面的楼房，又如杲 
他的心脏十分健全感不到下落时脚底空了，心慌发跳，则机内观察 
者完全感不到自己有加速度。这时他会看见那个落体因为没有受 
到任何的力而保持静止(当然是相对于他自己） 6 于是至少是在升 
降机内的小小的局部范围中我们有 r — 个惯性系。比较这两个观 
察者的不同结论,正是因为加速度与引力互相抵消了。因此自由下 

…弓价关系是爱因斯坦一生中“最令人快 
乐的思想”。他说， 190 7 年，我正在为《放射性和电子学年鉴》写一 
篇关子狭义相对论的简短概述,我想修 TH 牛顿的引力理论使之适 
合于此理论，试着沿这个方向去做，表明有可能完成这个计划，但 
是这些试验并不能使我满意，因为它们需要一些没有物理基础的 
假说的支持。£仵这时我突然得到了我一生中最令人快乐的思想 
如下： 
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正如电场可由电磁感应产 尘的情 况一样，引力场的存在也是 
相对的，所以 f 寧,中是 

孕弯弓 ㈤ / ( is 赤亩“佘士忐他»■是■这•样 

A 松一个东西，则不论其化学或物理特性如何，这东 
西相对他总是静止的或者在作匀速运动(这时自然要忽略空气的 
阻力）。所以，观察者有理由认为他所处的态是静止状态。 

在同一引力场中一切物体的加速度都相同这个特别奇妙的经 
验法则，这样一想，立刻就有了深刻的物理意义。因为只要有一个 
东西在引力场中下落的速度与其它物体不同，观察者就可以借它 
得知自己在下落。但是如果没有这样的东西——经验很精确地证 
实/这一点——观察者就没有任何客观的基础认力自己是在引力 
场中下落 d 也反而有理由认为他处于静止的状态，而他的周围井没 
有引力场。 

我们从经验中得知的事实，即自由落体的加速度与落体的特 
性无关，就成了一个有力的论据，说明相对性原理应该推广到相互 
作非匀速运动的坐标系去 

引力场被归结为加速度，而加 
| 速度又会改变空间的性质。为了说 

明这-点再看那个升降机.不过这 
一次假设升降机有一个窗口，光线 
从窗口平行地射进来，而升降机正 
在向上作加速运动 & 由于光线通过 
汗降机要有一段时间，在这段时间 
里，升降机已向上移到了 -- 段距离， 
所以光线不是射到 X 点而是射到 w 
点，成了 一条微微弯曲的曲线(如果 
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是匀速上升，则光线成为斜的直线 K 对于机内的观察者来说，他 
并不知道自己正在向上作加速运动，相反地，他感到升降机的地板 
有一个引力场把他向下拉（每一个乘电梯上楼的人在电梯开动时 
都有这种体验 ） t 升降机内有一个引力场 & 在引力场怍用下光线变 
弯曲厂。这是怎么 回事？ 光线一定载有能而因为 力 W ， 能 
量就是质量。所以引力场对光线应有作用，正如对一切有质量的物 
体一样。这样我们看到丁引力场造成了空间的弯曲，或者反过米 
说，空间的弯曲表现为引力场的作用.在平直空间中光的路径是直 
线，而在弯曲的空间中，光的路径是一类曲线——在相应度量下的 
测地线。我们大家都知道，一定的质量会形成引力场，例如太阳等 
巨大的天体都形成引力场，所以可以说，物质造成了空间的弯曲。 
这祥我们看到，在广义相对论中，时空和物质是统一的。这个统一 
的宇宙是“弯曲的”，它的构造十分有趣，而决非牛顿的空空荡荡的 
大箱子加上平静的小溪 ，物质 ”则是一些小石块，放在箱子里，放 
在流水旁 . 广义相对论是几何化的物理学，物理化的几何学.这里 
的几何比之欧几里徳几何不知要丰富多少，它甚至不是罗氏几何。 
鲍耶依父子、罗巴契夫斯基到髙斯、黎曼，最终是爱因斯坦，终于 
“从一无所有之中创立了一个新宇宙\ 

这里又遇到通俗书的一个大毛病，总使人把一切都看得太容 
易。如果广义相对论的发现竟是如此简单，何必要花上人类上百年 
功夫呢？本书绪言中讲到爱因斯坦 67 岁（1別6)时写的那篇“自 
述”，后面紧接着还有…篇《自述片断》，其中汫到早在1908年他就 
已具有广义相对论的思想了，可是到七、八年以后的』315—]916 
年才完成。“其主要原因在于，要使人们从坐标必须具有直接的度 
规意义这一观念中解放出来，可不是那么容易的这里说的是要 
容许对坐标进行一般的非线性变换而不只是洛伦兹变换，物理规 
律又必须以相应的形式米表示(所谓“协变”形式）。空间应该用什 
么样的数学量来表示？这些量又应该满足什么方程？对于惯性系， 
局部地看，四维时空中的度量(物理学家叫做“度规”)可以是 
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= ^dt 2 — — dxl — dxl ⑻ 

换用一般坐标后有 

s 

办 2 = = ^ g tJ = g } , (9) 

i, j= 0 

但是怎样从一般形式的 （ 9 ) 知道它相当于无引力的平直的四维时 
空连续统呢？多亏黎曼告诉我们，条件是 (9) 的黎曼曲率张量及… 
= 0,这里是化的二阶微分式，这时，质点运动方程是直线，即 
度 M ( 9 ) 下的测地线(牛顿第一 定律; 惯性系的定义） & 爱因斯坦想 
第一步把它推广到引力扬的情况，然后再推广到包含电磁场在内 
的一般的场，所以现在间题成为一个纯粹的数学问题，即找出〜 
所必须满足的"场 方程' w 自述片断”中 说:“ 我头脑中带着这个问 
题，于 l £ M 2 年去找我的老同学马尔塞耳 * 格罗斯曼 ( Grossmann ， 
Marcel ， I 878 — 19 S 5) ，那时他是(苏黎世)工业大学的数学教授 & 这 
立即引起他的兴趣……就这样，他很乐意共同解决这个问题，但是 
附有一个条件 :他对 于任何物理学的论断和解释都小承担责任。他 
査阅了文献并且很快发现，上面提到的数学问题早已专门由黎曼、 
里奇 （ nice 〖一 Curbastro, Gregorio, 1853 — 1925) 和勒维一契维塔 
(Levi-Civita, Tullio, I 873 — 】94] ， 里奇的学生，他们师生共同创 
立了绝对微分学——后来爱因斯坦才给出了张量算法的名称)解 
决了。全部发展是同高斯的曲面理论有关的，在这理论中第一次系 
统地使用 r 广义坐标系9黎曼的贡献最大。他指出如何从张量 
的场推异出二阶微分”。由此可以看出，引力的场方程应该是怎么 
回事。于是有了场方程面广义相对论终于完成。这一节读到这里 
就清楚了 ：早从 19 世纪 加 年代高斯提出曲面的内蕴 几何学 ，到黎 
曼关于弯曲空间本性的探讨，他们都预见到这个思想会在物理学 

t 开花结果，而这件事终于由爱因斯坦完成了。至于这以后，$然 
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带来了微分几何的大发展，而爱因斯坦本人呢，则幵始进行他的第 
二步工作：继引力场被完全 JL 何化以后义来把电磁场也几何化，即 
建立一个统一场论 t 在述片断即 5) 1文的末尾■他说 “ R 从 
引力理论这项工怍以来,到现在47年过去了，这些岁月我几乎全 
部用来为了从引力场理论推广到一个可以构成整个物理学基础的 
场论而绞尽脑汁。有许多人向着同一个目标而工怍着。……我还 
是不能确信，我自己是否应当认为这个理论在物理学上是极有价 
值的，这是由于这个理论是以目前还不能克服的数学困难为基础 
的，而这仲困难凡是应用任何非线性场论都会出现。……问题究竞 
怎样，我们想起莱辛 （ Lessing , Gotthold Ephraim ，1729 — I 78 K 德国 

著名诗人和文艺枇评家、哲学家，启蒙派思想家)的鼓舞人心的言 
词：为 寻求真理的努力所付出的代价，总是比不担风险地占有它要 
高昂得多爱因斯坦没有得到成功，而且招来许多公开或非公开 
的非议，有人认为他 R 脱离了物琿学发展的主流，例如著名的物理 
学家爱伦菲斯特(现代付时,？叫1,1狀0—19 33 )在得知爱因斯坦反 
对量子力学后惋惜地说“我们失去了领袖”。 © 但是爱因斯坦的洞 
察力使得他的这个努力构成今天基本物理学的主题之一，这就是， 
理论物理学的基础结构是一个几何结构。广义相对论一出世，外尔 
就投入寻求这个宇宙的统1几何结构的工作，并且提出了规范场 
理论，一直发展到近年的 Yang (杨振宁）—— Mills 理论 f 虽然如 fe 
振宁0己说的“我们离成功的大统一仍然还有一段距离，而离这些 
相互作用与广义相对论的全盘统一更远 。 可是，已经不容怀疑的是 
爱因斯坦洞察力的深 与准， © 它仍然是宇宙的几何结构的理论, 
用现代微分 JU 可的行话来说，它是纤维丛上的联络。这里数学又是 
走在物理前面好几十年。 


① 见 Pagels*, Heinz R. The Cuttmic 6'^., Bant ham Book^ 1 1982 1 43 页 > 

® 杨振宁：“爱 闪斯坩对理 论物理的影响 "，原 文发表在抑，屮文译 
文见他 的文集 《读 书教学四十年 h 香港二- 联书店 T 1985,41-5i 艽。 


199 





现在回到广义相对论的实 
验检验。最著称于世的是 
光线受引力场偏转的实 
验。例如太阳使其周围的 
空间弯曲。从一个星体发 
出的光在空间未弯曲时本 
会走中空虚线路径的，现 
在受引力偏转而会沿实心虚线行走（图 72), 所以地球上收到光信 
号时会发生延迟。这个效应爱因斯坦在年就提出了。但是当 
时没有射电望远镜 ，所 以只有在日全蚀时才能实地观察到 D 恰奸 
年 5 月 29 日发生了日全蚀，英国天文学家和物理学家爱丁 
顿 ( Eddington ， Arthur ) 率队在巴西和普林西比岛进行了实测，结 

果完全证实了爱因斯坦的理论。当时正值第一次大战之后，音信阻 
塞。爱丁顿不得不首先电告住在荷兰(当时的中立国）的洛伦兹，再 
由他转告在柏林的爰因斯坦，据说当时爱因斯坦正在办公室和一 
个女学生讨论，他中断了讨论，顺手从窗台上交给她这份电报，井 
且说:“你可能会有兴趣”。女学生大为惊喜,可是爱因斯坦却不动 
声色地说“我早知道这个理论是正确的，您难道不相信吗”?女学生 
反问说如果电报上说是观测失败又怎么办？他的回答是“那我就要 
为亲爱的上帝遗憾了 a 这个理论是正确的大家看吧，上帝可能 
是有的，但是他也得听物理学家的话。他只能像一个中学生做物理 
习题那样安排日全蚀，如果日全蚀不发生，那就是上帝错了，好像 
一个学生做错了题目 * 爱因斯坦老师也得为他的学生遗憾了。 

最后我们再谈一下爱因斯坦关于数学与物理的关系的根本思 
想。其实爱因斯坦的思想是肀常经典的，而这 与他曾 深刻地研究过 
许多古典哲学著作有关。从毕达哥拉斯起直至牛顿，都相倍宇宙的 
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根本规律应该是十分简单的，上帝按照这些简单的根本规律一一 
它们是数学规律——设 U 了世界。爰因斯坦在“论科学”*文（见 
《爰因斯坦文集》第-卷— 28 G 页)中说:“相信世界在本质 t : 是 
有秩序的和可认识的这一信念，是一切科学工作的基础，他有时 
也讲到 h 帝.并常常戏称之为“老家伙 ” (The old one )， 有时也讲到 
宗教情感， 他说: “我信仰斯宾诺莎的那个在存在事物的有秩序的 
和谐中显示出來的上帝，而不信仰那个同人类的命运和行为有牵 
连的上帝，(同上书243页） a 又说“同深挚的感情结合在一起的， 
对经验世界中所显示出来的高超的理性的坚定信仰，这就是我的 
上帝概念。按通常的说法，这可以叫做‘泛神论的’概念（斯宾诺 
莎 )” (同上书 2 W 页 八自然 界及其根本规律如此，人所要做的是什 
么呢?他在“理论物理学的方法”一文(同上书3 — 6页）中说:“自然 
界是可以想像到的最简单的数学观念的实际体现。我坚信，我们能 
够用纯粹数学的构造来发现概念以及把这些槪念联系起末的定 
律.这些概念和定律是理解自然现象的钥匙 D 经验可以提示合适的 
数学概念，但是数学槪念无论如何却不能从经验中推导出来 *( 作 
者按:请冋忆一下前面图69中由 e 上行 A 的箭头）当然，经验始终 
是数学构造的物理效用的唯 判据。 但是这种创造的原理却存在 
于数学之中 & 因此，在某种意义上，我认为，象古代人所梦想的，纯 
粹思维能够把握实在，这种看法是正确的。”不但他的观点是非常 
经典的.他的方法也是，他把自己的工作——请记住他是物理学家 
——奠基于实验上，但是他的许多最著名的实验都是理想实验，这 
一点和伽利略 f 分相近。他一再说他的狭义相对论与迈克耳孙 
——莫莱实验没有直接关系。上面引的他给索洛文的信中的那个 
图更表明他的方法是非常经典的。 

爱因斯坦的世界观的另一个特点是他坚持决定论的观点。他 
的名言“我无论如何深信上帝不是在掷 骰子' (见于1925年12月 
4日给波恩的信 （ 同上书221 页）〉 他坚持这个观点使他一直对量 
子物理持保留态度。许多人为此惋惜，认为他因此脱离了物理学的 
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k 流.但是我们应该看到的却是他的坚信原则的精神 使他扣 年如 
- 0地从事统一场论的研究，表明 r 他是最后一位伟大的经典物 
理学家.判断一位科学巨人的，不应当问他没有做到什么*而应当 
问他在自 d 的历史条件下做 r 些什么，留给我们的宝贵遗产是什 
么.今天我们讲到宇宙学、“大爆炸理论”、 Yang (杨）一 Mills 理 
论，难道能忘记他的贡献吗？他的坚定的决定论思想反映在一封信 
中.反而使我们对前而一再提到的“决定论伤害了人的感情”的说 
法有 f 怀疑，贝索 （ Besso ， Michele ， ⑻ 3 —】 955 )是物理学家，爱 
因斯坦的挚友，二人书信往返达 SO 余年 a 1955年 3 月 W 索去世 
(比爱因斯坦去世早一个月）,爱因斯坦给贝索的儿子和妹妹写了 
一封十分感人的信（1%5年 3 月 W 日）。信中说:“现在，他又一次 
比我宄行一步，他离开了这个离奇的世界。这没有什么意义。对于 
我们有倍仰的物理学家来说，年专、嘐李吁手宇岑哼哕 K 剮予孕亨 
，吁 9雩咛亭冬哼苧，咢雩字^¥咭__。:/着-重:“怍.者-加-的， 
威士£《¥因•斯•坦_文_集》’第心 k >/ 

要问数学和文化是什么关系，请细心地领会一下爱因斯坦的 
思想和感情，研究一下他的所作所为。就会得到很深的体验。 


§3无尽的探索 


数学作为人类文化的一个重要部分，既然是科学，它首先关心 
的当然还是我们生活亍其中的字宙。数学的探索意义究竟何在？就 
在于它对认识宇宙的本性上有重大贡献 □ 我们不赞成狭隘的近视 
的肴法，认为一切数学研究都必须有某种具休的目的，或者用现行 
的说法叫做“有应用前景”。其实所谓的“前”可以有完全不同的理 
解，“眼前”固然是“前”，“前瞻若于年”也是前。区别在于人类社会 
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在文化 和物质 h 的发展程度 & 越是发展的向 h 的社会，具有更高的 
文化、科学由物质生产水平，也就会更认真地考虑各 n 科学的前 
景, 但是，从根本上说，如果数学的研究不能在“认识宇宙”上开花 
结果,数学研究还有多少价值呢? “认识人类自己”其实也还是为了 
提高人的认识能力，去认识大自然和人类社会，否则数学也就成为 
一种宗教式的内省了。在这里我们没有用“改造自然’’的说法，因为 
人与自然究竟应该是什么关系,是不是简单地按人类的需要来“改 
造”自然是一个很大的问题，当代科学的发展使我们懂得了人必须 
与大自然“和睦相处'认识宇宙，也认识人类自己其实也述是为了 
找到正确的相处关系 & 我们一再强调过数学作为人类文化的一个 
重要特点，就是极端抽象的、甚至有时被误解为“毫无意义'“脱离 
实际”、……的数学研究，可以根本改变人对大自然和人类自己的 
看法，甚至可以改变人类社会的面貌 D 上面讲了相对论的出现及其 
与数学的关系，如果苒加 t 量子物理学，人们很难回避一个结论： 
数学是人类全部技木的最重要的基础。下面再谈一下计算机谁 
也不会怀疑，它将是人类社会最重要的创造之一 ，而 且将是下一个 
时代的标志之一。它的出现不但将又一次改变我们的生活，时 a 会 
根丰上改变人类対自己的看法。但是，可以毫不夸大地说，计算机 
是数学的产物，持别是与数学基础的研究有关，数学不但使我们得 
到 r 计算机，也使我们懂得了它的局限性。如果有考古癖，大可把 
帕斯卡 Blaise, 1 623 一 丨 662 ， 是一俊 颇有神 秘主义 色影的 

重要法国数学家)或者莱布尼兹作为计算机的守护神，而且确实是 
对的。更实际一些应该提英国数学家布尔，他在《思维法则的研 
究》 …书中提出把思维法则形式化、符号化成为一种代数9现今就 
称为布尔代数，它是每个学计算机的人必备的基础知识。到本世纪 
40年代冯 • 诺依曼造出了第一台计算机，确是受到数学基础的研 
究，特别是数学形式化的启示。我们不打算讲到数学特别是数理逻 
辑的研究怎样为计算机科学开辟道路。因为想要讲得 K 较清楚乂 
得写整整一本书。我们只想讲一下哥德尔的阴影 u 这里需要讲到 
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-个英国数学家图灵 （ Turing , Alan M . ,1912—1954) 他早 
年在剑桥大学对什么是计算进行了逻辑上的分析，这种分析十分 
类似于对几何的基本概念的分析.使得人们这时才对自己进行了 
几千年的计算的本质有所了解.图灵从逻辑上证明了存在着一种 
“通用”的计算机——后来被称为图灵机——这对冯 * 诺依曼设计 
出第一台计算机起了关键的作用„图灵在第二次世界大战中从事 
密码破译的工作，用数学的方法破译 T 当时徳国人认为无法破译 
的 “ Enigma ” (谜）密码机编制的密码，立了大功 D 1954年图灵自杀。 
愤得注意的是当时有许多数学家都得到了同样的思想。例如有美 
H 数理逻辑学家波斯特 ( Post , Emil , 1897—1954 ) 。 他早在哥伦比亚 
大学的博士论文中就提出了元数学方法的思想，其后又预 E 了哥 
德尔和图灵的研究，但一直没有发表。1954年他也惨死于医疗事 
故。波斯特和康托、哥德尔 +样, 患有精神病。我们列举出许多人. 
使人想到非欧几何出现的情景。确灰，春天的紫罗兰是到处幵放 
的。这个舂天显然是由数学基础的发展，特別是形式卞义学派的贡 
献所形成的文化气氛。？期对计算机的出现有重大贡献的都是对 
数理逻辑有卓越贡献的人,进一步说明了这一点。甚至他们中许多 
人都患有精神病也表明他们的智力和思想远远走在时代的前面. 
而卓越的人也时常是孤独的、悲哀的人，他们离群索居，难得人们 
理解，因此而自己结束广0己的一牛也不是难以设想的事。这也许 
是人类为数学的发展付出的沉重代价吧！ 

图灵对计算的研究始丁对计算完全形式化。这里.他从几个基 
本的假设开始： 胃 

1- 所有的计算都町以在一条+维的带匕完成。这样，计算的工 
具可以是一条纸带#也可以是 磁带; 而例如列出箅式的计箅如乘法 


_、_D W 卜_的 材料] I 自4今 n 数宁 Hsiam :， A . . Mat^iuniics 7 W 叫）•书中 ** 仆么是 
计算 B ■:该6屮译本由上海科学技术出版社年出版。 该文见 27 2 — 
302页。 
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26 X 35-910 


2 6 
X 3 5 


8 


应写作 26X 35= 130+ 780 = 910 

2. 所有的数字全部用二进制表示，这样就只需两个符号0和 
I 。所有的运算符吁也都用 0、1 编成的代码来表示。 我们研 究的计 
算过程全都是有限的，因此，对上述 - 维带的长度一现在应把它 
分成许多空格，有的格中记1，有的格中记0 — 也应是有限长的。 
但是因为我们想包括一切计算，这样，事先无法规定带长=办法是： 
假设带校是无限的，但同时允许0作为“空白”用，同时规定只许出 
现有限个1。这样，只要规定好两个标志■一个表示汗始.一个表示 
结束，而在这两个标志之外全部记以 G 表示空白，这样就解决了有 
限4无限的矛盾。 

3, 分折一 K 我们的计算过程，例如作进位加法100+101 = 

H )01, 其实可以把它分 解力以 下的步 骤：首 是观察行 t 空格（我 
们不妨称之为扫描 ( scanning ))。 而且不妨设每次只能观察一个空 
格。根据我们观察到的结果决定下一步做什么。例如先看个位，我 
们分两次观察到0和1，我(门就年下1，然后向左移位。这里乂有了 
两个动作 : 早下(或者说-下，或 kkffep 中 m 当然也有 i •己下 0}’ 
以及向左移•位 -( 当然也 f 爭，停 H 如们必须由左¥云地观 
察10; 到个位)。计 •算•完•毕 •应该停机。总结起来只有 7 个动 


K 000 

印出 0 

PRINT 0 

2 . 001 

印出1 

PRINT 1 

1010 

左移一位 

GO LEFT 



4. 01 1 右移一 位 CO RIGHT 

5. 101 0-0 1 扫描到 0 则转向第 【步 GO TO STEP i 

-— v —- 

'f- 

IF 0 IS SCANNED 

6. llOj …丨 0 扫描到 1 则转向第 i 步 GO TO STEP i 

[个 

IF i IS SCANNED 

7*100 停机 STOP 

上表左方是一个代码，其作用以后再讲，右方用英文写是因为 
通常写程序时常这样做 U 这七个动作也就称为指令 & 

总之，所谓计算就是计算者(人或机器)对一维带形上的一串 
0和 HI 只有有限多个)执行一串指令(指令】 一7\ 这样我们就看 
到计算已经完全形式我们并不需要知道计算的是什么，也不 
知道计算的结果对不对(请对照罗素关于数学的那一段话）.而形 
式的计算 i 是好在这黾，因为最终是机器在进行“计算”，我们又何 
尝需要机器“知道”它在计算什么，计算得对不对?我们要把机器变 
成“奴隶”，让它完全听话，老老实实地干活1首先就要知道本来是 
我们自己干而现在让它干的活就是一种没有内容、简单重复的“机 
槭”劳动。 

T 面说一 F 代码。怎样让机器知道它应该干什么活呢？机器 
实际上只能辩识 0、1 两个符号，所以我们把指令都变成代码*机器 
看见代码就依样执行。一串依次排列的指令称为一十程序。现在 
对各个指令都填上代码，于是程序就写成一串0与还缺少两个 
标志，即程序之始与程序之结束，我们分别用1和111表示。它们 
不是指今，而只是两个记号，其怍用以下可以分析清楚.这样，举一 
个例 看一串 0 J ： 

lOOOOlQilOHOOOlULl ] 101111 1000101 H 101010011 ] 

这简直是无法阅读的“密码'请看机器怎样破译它。首先机器 
看见知道程序开姶了 。接着 ，机器看见 r 000,于是按指定*它应 
该打印出 一个 0:再向疠 走看阽 0]0……。且停.机器为什么不杷1 


Z0(] 



和00混起来，并且读成 too . ooi , ……于是一上来就停机，然后戏 
就唱不下去了。这就是“下雨夭留客天留我不留”的老故事了。乍 
-想.只要在1后面空一格就行了。不行，因为前面已经说了，空白 
就是0。真正的秘密是■当机器见到程序时.它还处干没有程序的 
状态，所以，它见到第一个1知道这表示程序开始，而只在程序已 
开始送人后，机器见到〗才会想到，是不是要“我”停机了.然后机 
器见到0,它不知怎么办，只好再向下看，又是一个0,再看还是0, 
机器这样认出来了，这是指令001卜面又出现了困难。注意指令 
表除5、6以外都是三个0或 U 这样一共能排出2 3 = 8个指令，其 
屮有4条丨 oo , ioi ，] io ，] u 以1开始现在100用作停机， m 用 
作程序结束，101和110表示见到0和1就转向第〗步。对〗01则 
用 i 个 n 表示转向第 i 步，再添一个1作为指令结束。对 〖] o 则用 
i 个1表示转向第 i 步，苒用0作为指令结束。这样一来，上述…串 

0,1表示如下的程序： 

P：h PRINT 0 

2. GO LEFT 

3. GO TO STEP 2 IF J IS SCANNED 

4. PRINT 1 

5. GO RIGHT 

6* GO TO STEP 5 IF 1 IS SCANNED 

7 . PRINT 

8. GO RIGHT 

9. GO TO STEP 1 IF 1 IS SCANNED 

10+STOP 程序结束 

i ： 述的一串是 P 的代码，记怍 code 于是程序 P (称为图灵 
-—波斯特程序)被无疑义地破译了。这样一个程序应该作用在一 
个输入 乂上.假设 V 是 1U 于是把 V 放在 code P 后 面而有 

00001011011000101 1H01 UllOOOlOllllOlOlOOm u 
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我们把输入 V 写在带上:… GqiQO … . GO 表示输入起始处。于是对 
V 拖行 P 的结果依次是 1 


oomoo— ， oooloo_ 


…01 
…01 
."11 


i 。。… 
000 *- ■ 
000 — 


- 011100 - 

■ •01 1000 . 

t 

.-111000 


oioioo … — tnoioo … 

」011000… -^-*0 HOOCH - 


… 111000 , 

t 

—111100' 


"•111 000… 
束 

…】 iiioo … 


可 £. h 变成了 mi , 程序 p 于是称为“倍加程序' 本来把 
II 之倍加写成 in I 是很简单的事，经过分析，成为基本指令组 
成的共10步的程序，这样，这个计算就可以完全机械化了。这里得 
到一个令人惊奇的结果:一定存在一个通用的程序它可以执行 
任意的图灵一一波斯特 程序。 实际上只要将 Code p 与 V 接在一 


起，然后让 P 在 V 上进行 工怍即 

这个 U 的内容如下:它从左到右扫描，直到发现】 H 为止。这 
样它把 Code P fp V 分开 r _然 e •译出 Code P 得到程序并 
按其步骤对 V 施行，井且将最终结果输出。对于通用程序 U 我彳 [ j 
设计一个叽器来执行其中的指令。这样我们肴 a ， 图灵关朽卜算的 


分析直 接引导到通用计算机的发明。 

从以 h 的叙述可以看到，图灵的研究完全是在数学的形式化 
的釤响下出现的。如果没★奐中表现在希尔伯特形式主义纲领屮 
的那一种数学思潮的影响，没有那样…神数学文化以及图灵和波 
斯特对这种文化的领会和对其价值的深信不疑 * 就无法设想他们 
会对计算这样一件人人从幼儿园就会做的“平凡的事”进行这样深 
刻的 研究。 也就不能理解，为什么布尔等人尽管有极重要的贡献. 
而对计算机的出现始终只能停留在某种直觉的猜测上。这里我们 
要对“形式主义”一词进行正名。从历史上说，这个“恶名”是在希尔 
伯特与布劳威尔的激烈争论中，布劳威尔给他带上的“帽子'我们 
前面说过,“形式主义”一词绝无贬意，其实也难免带有直觉主义的 
感情色彩，也有点文人相轻的味儿了。希尔伯特绝非对数学的本质 
只是从形式 _ t 把捤的等闲之辈。他的伟大在干，他不但深知数学之 
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真昧 f 富有物理的育觉，而且真正懂得数学的形式推理这一侧面的 
重大意义 & 希尔伯特井不是只看重瑕式 5 他的思想丰富而深刻 ， m 
是人们也很容昜仅仅抓住他的-两句话而丢掉了其思想之全体, 
有时乂忘记了他的极重要的话(例如前面讲到的 《 it 何基础》序肓 
中的话 k 他在自己一生最后⑼多年中以 t 要力量研究数学的这 
一个侧面，当然是因为他了解其重要性。我们不能说希尔伯持对计 
算机的出现有过某坤顶见，但是他对数学的形式推理这一侧面的 
研究确实打幵了计算机时代的大门。 

希尔伯特的研究引起了哥德尔定理的出现，这也是卜分自然 
的： 因为这个研究必然系统地提出数学的形式推理的局限性间题。 
希尔伯特把判定问题作为数学基础研究的基本问题之一.他要求 
有一 t 计算方法来检验某个逻辑结论吋否从其前提中合乎逻辑地 
推演出来。如果能做到这一点，那就有可能用纯粹机械的方法来解 
决各种数学命题的真伪问题。这个 N 题称为初等逻辑的判定问题。 
研究这个问题以及其它一些判定问题使我们怀疑数学中许多问题 
都是不可判定的。这方面的研究最重要的结果自然是哥德尔的不 
完全性定理，特別是第二定理，即相容性问题是不可判定的。这方 
面的研究对图灵关于计算的理论有深刻的影响，即引导到著名的 
停机问题。 


先看一个例子，即由三条指令所成的程序 
P: 1.011 GO RIGHT 

2.10101 GO TO STEP 1 IF 0 IS SCANNED 
3. 100 STOP 

这当程序将对输入 V 向右进行扫描 T 若遇到0则返回指令而遇 
到1则转向第三步 ：停机 . 所以，若扫描开始位置的右方是0,则机 
器返回指令1。这条指令令它向右，右方仍然是0_所以机器又返回 
指令 U 如此无限循环面永远不会停机。在计算机实践中就说我们 
遇见了死循环。因此，有一些图灵 波斯特程序有时是不会停止 
的。现在的问题是是杏有一种计算方法可以用来判断任给的图灵 
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——波斯特程序会不会停止？这称为停机问题6 —个惊人的结果 
是:不 存在这样的计算方法，亦即图灵——波斯特程序的停止问题 
是不可判定的 D 这个问题的解决与哥德尔定理有密切的关系。实 
际匕,哥德尔定理也可以用计算机的语言来表述为：不存在一个计 
算机算法使它能输出算术中的所有真命题而不输出假命题。 ® 我 
们不来详细讨论这里的具体内容而只提醒一 点：数 学基础的研究 
不但为我们打开了通向计算机时代的道路，而且在我们力开始走 
上这条道路时，就已预示了计算机本身的局限性。 

计算机从人类文化的角度看提出了极其尖锐的问题。进行计 
算、进行逻辑推理从来被认为是人所特有的本领 a “人为万物之 
灵”，计算推理自然是“灵”的表现。现在人们开始研究人工智能问 
题，开始设计第五代计算机即所谓智能计算机。不管人们怎样定义 
人工智能，进行计算和推理总被认为是人所特有的天陚。现在我们 
分析的结果发现所谓计算竟是如此机械，如此没有“灵”气的韦，则 
一方面使我们想一下，究竟人为万物之灵的“灵”表现在哪里？另一 
方面，人总是通过设计计算机代替人的脑力劳动的某一部分，正如 
备种机器是人手的延长一样，计算机可以看成是人脑的延长。这样 
人不但在体力上，而且在脑力上都可以部分地复制自己。这叫不叫 
人可以复制自己?圣经创世纪说上帝造人，现在的情况是不是可以 
说人自己也可以造人？当然，哥德尔定理吿诉我们，人的逻辑推理 
本身就是有局限的。人造出的 A 人”-一计算机当然也是有局限的。 
可是说到底还是要问一个根本问题:人的本质是什么?作者曾经以 
此问题请教过美国著名的人工智能专家 W 比卜 （ Arbib ， Michael ) 
教授，他的回答是人有社会性而计算机无论如何不会有社会性。別 
人可能会回 答:计 算机不可能有情感。暂时把这些更深刻的问题放 
在一边，数学研究明确地吿诉我们计算机即在计算推理方面也有 


① 见 G» Lk>o]oSf A New Proof of Godel Incornplelcncbs Theorem, Notices of AMS^vol 
36,NO. 4,19^9,^88—390, 
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局限性。如果说计算机是人腑的延长.则计算机的局限性也是逻辑 
推理局限性的延长。如果说数学在其发展的第一个阶段帮助人类 
从宗教下解放出来，然后又使人类的思想从0己的定见下解放出 
来; 那么今天可不可以说，数学又在帮助人类复制自己，而且是连 
同自己的局限性一起复制出来呢？ 

暂时从这些有趣的玄想冋到现实来•我们还可以从比较“悲 
观”的一面来看看数学。哥德尔定理告诉我们形式系统如果相容必 
定是不完全的，其实数学基础的几个学派在一点上是殊途同 归的： 
形式主义学派 指出： 真并不一定是可证明，直觉主义学派进一步指 
出，可证明不一定是可构造，而在有了计算机的今天，人们会更加 
同情直觉主义的一个观点 :不可 构造的证明有什么意义呢?计算机 
不能算出的问题怎么叫做解决:呢？所以殊途同归之处在于数学十 
分严肃地要求我们反思一个冋 题：当 我们用数学方法去解决一个 
问题，去预测一件事情时，,■夸 
不可预测的事？我们自认妥 daii 彳条 Si 不 

困难呢？当代数学的发展正是十分尖锐地提出了这 
个间题 & 具灰,从牛顿的时代，这个间题就十分尖锐地存在了。 

在第一章中讲到牛顿力学的决定论时，我们曾说，数学中的存 
在$唯一性定理告诉我们牛顿的运动方程有解而决 
定论就是这样一个事实的哲学表现。因此物理学家一直认为至少 
他们从原则上可以任意精确地测量初始状态而且由此决定任 
意时刻〖的状态。数学家认为我们至少原则上可以由此解出以 _t 
的方程。数学家如此钟爱存在性、唯一性，理由也就在此 6 

但是这种乐观的态度有多少根据？许多物理学家一直认为所 
谓“决定任意时刻的状态”这句话在物理上是没有意义的。数学方 
面，不论是布劳威尔还是哥德尔都对此提出了严重的祧战，如果说 
在本世纪初，这些挑战还只是思维王国里的疾 r 暴雨.现在它已成 
了科学思想中的大地震了，越来越多的人懂得了问题的严電性。 

举一个小例子。生态学家梅 ( May . Robm ^ 在研究昆虫群体的 
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繁殖时曾提出一个著名的模型 

A + ] = 似 ，（1 — L). 1 < 4，0 < L < ] ( 1 ) 

^表示第 B 代群体的大小。现在要问当 n — 时 A 趋向什么？如果 
很容易求出，因为在上式中求极限有 

x = ar (] — j ：), ( 2 ) 

这是一个很简单的二次方程 ，一 个解是 r =0, 另一个是 I 
一士。 m 是如果我们要具体了解^怎样隨 〃而 改变，就立刻出现了 

a 

新间题。我们会发现参数 a 起极大的作用。当 i <«<^ 时 ，确釘 ^ 
一 r 。 但当时有两个4、同的聚结点，当时， 
a 出现了四个不同的聚结点。这种现象称为周期倍増。当《接近4 
时 A 会有无限多个聚结点■这个现象称为混沌 ( chaosh 尤其 ‘人 

吃惊的是 o ： 的这些临界值有一个特殊关系式 ^^ — 4. 66920 

— C4--] 

…。这个常数称为费根堡 （ Feig 扣 baum , M .1 ) 常数。 它足 一个普 
适常数，即我们在许多完全不同的问题中都遇到这个常数.这一切 

当然都是 h 分惊人的丰，而且成了当前最热门的分支之-非 

线性科学的研究主题。 

我们不来讨论非线性科学,而来看一下它对整个数学的意义。 
再看一个更简单的情况，在（〗）中令 a =4 并且作一个变换 A = 
sin 2 :^. 经过简单的计算将得到 

"… 一 狄 ( modi ) ( S > 

moai 表示等式两边都去掉整数部分而只看小数部分 。 (3) 式 
可以说是简单到了极点，而 H 其解法更简单„假定我们所有的数都 
表示为二进制小数。则24其实只是把小数点作右移一位.正如 
10仏 当义 是十进小数时意味着将卜进小数点向右移一位 。 (Mod 
[) 表示.如果有整数部分则应除去，而只保留小数部分。这样的计 
算巳经简单到了极点，它还有什么秘密呢？间题在于 （3) 式这样由 
^ 汗始 依次求 A 為，…称为一个迭代过程 A 是初始值 & 初始值都 
是由测量而得.因此只有一定的精度。如果说化(一般地说是无穷 
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二进小数)有 6 位是可眾的，则从第 7 位起实际 t 是一个随机数。 
按上述算法 A 就只有 5 位数可靠為只有 4 位 吋靠 ，仿此以往，仏 
完全是-个随机数。它已绎不包含关于这个迭代过程 我们称 
之为动力系统一的任何有用信息.所以，如方程（1)，（3)这样表 
观 t 完全是决定论的方程，具有最明显的 nj 解性，实际卜 .隐含 了我 
们的理智所无法理解的问题。它是一点用也没有的。那么，我们的 
数学中 tt 多少类似于此的东西呢?如果我们要用它，我们难道不正 
是在 如 （3) 送样的方程 * 

实际放它•会 •使有 效信息损失。其 
实， （3) 式不是计算而只是复制：每一步都复制前 步结果 一但 
是少复制一 位：整 数位。久既然只是仏去掉前几位，所以想要知道 
( K 就需要以高《位的精度知道化。这样说来，为了顸测未来，就需 
要在现在完全知澧末来。这是一个 f 盾，而 a 是一个哥德尔定理类 

型的矛盾。我们现在看到了决定论的过程-个非常简单的方 

程.很容易证明其存在与唯一性——与随机性的东西——现在是 
放大随机性以至信息损失殆尽——非常奇怪地结合在一起了6 
既然讲到随机性，就可以问什么是随机性。盘观地说、如果我 
们任意地抛一个均匀的硬币，出现正面记作0,出现反面记作1，则 
得到的 串 0和1就足随机的。但这不足数学的定义。60年代以 
来，由苏联数学家柯尔莫哥洛夫 （ Kojimoi 聊 b ，AHApcfi IIinio ; iaei 3 HH , 
1903 ! 987) 和美国数学家柴丁 （ Qmkiii,Gregory J .) 提出■可以从 

算法角度来定义随机性。如果有一个 A 位的二进数串（即 0，1 
串）.作一个最短的程序来算出它，这个程序也用 0、1 来表示，设其 
长为 A 、. A v 如果很小就表示这个 A 位 G 、1 串所含的信息可以 ft : 
缩。例如如下的 A 位串 11 — 1 可以用以下程序 算出 ： PRINT l,iV 
TIMES 。 这里 PRINT l , TIMES 氏度都是固定的，与; V 无关。但 
若:表为二进数，其位数为 〗 o gE A _。 所以这个程序之长为 log 2 A T + 
而最短程序之长 “ H …1”显然是非随机的, 
其所含信息可压缩为 “PRINT l ， A _ TIMES ' 但若某个 A 位串 
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，6 = 0 或]只能用程序 PRINT (心，…， M 来算出，即只 
能“复制”，而不能“计算'这时我们有 a \々 a - d 柯尔莫哥洛夫一- 
柴丁就定义适合的 . Y 位二进数串是随机的 D 对无限的二 
进数串，我们考虑 K =、 】 巧 ^ v /: V ， 而且称为该串的复杂性。然后我 
们定义 A >0 时该串是随机的。值得注意的是，绝大多数（对懂得 
多一点数学的人我们说“几乎所有”)二进数串具有正复杂性，因而 
是随机的。我们知道任一实数都可表为二进制所以上述的结论 
也可以说成是 :几乎 所有实数都不能用有限长的一句话来定义 

年竿 吁寧是 I 苹 f 毕 f 亨®爷哕*可以证明，算出£ 
之程序之长不能小鑫•尽管一’个 •二 •进数串不是随机 的:其 
复杂性尤= 0,但 A -,^ oo o 这就是说，反、，以及由之而来非随机数 
也不一定可以用有限算法算出„我们当然不能讨论计算复杂性的 
问题 . 现在我们真正关心的是，我们把混沌归结到随机性，又把随 
机性归结为计算复杂性问题，归结为可是最后发现 A , v 又是 
不能计算的。这一切都不是来自玄想,而是在数学上严格证明了的 
人类理性本身具有的局限件，问题仍旧出现在自指 （ Self ¬ 
reference )。 第二章里我们已经看到，哥德尔利用自指句发现了他 
的不完性定理。其实图灵关于停机问题的不可判定性的证明也依 
赖于自指。其实，大多数物理学家坯不明白，他 fr ： [都而临着十分尖 
锐的自指问题. 

物理学家研究宇宙的一个局部.他利用这个局部宇宙“外面” 
的一座钟和-支尺来测量出初始状态 A ， 然后由动力学的方程 S 
= 推算出各个时刻的状态\这就是决定论 D 前面我们说 

T . 妫理学家时常忘记 由仏到 S 可能出现混沌。但是更重要的是 
他们不曾考虑到自指。因为在测量知时，他们总认为钟与尺在局 
部宇宙的“外面' 但是，外而”只是一个神话！只存在着各个部分 
互相作用的整体宇宙。被观测的对象一定与钟和尺相互怍用。当 
然这种作用可能比较弱，何是从根本上说，是宇宙自己在观测自 

己。这就是“自指'如果考虑到渴沌 、随机 性等等都是无赴不在的， 
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那么，不曾注意到哥德尔 与图灵 的结论的物理学家就处境不妙了. 
一旦微弱的相互作用或噪声被放大了，启之毫厘，失之千里，则一 
切观测都将是不可能的。 

回到 A 位二 进数串仏并设其复杂性为若有一个算法 d 
口 f 以找出计葑^的最短程序 M 的复杂性并不小于否则可 
以用长为仏的算法先算出 A 再算出纪所以箅出 S 的最短程序 
不是 t 而是 A 丄囡此1>仏。这已经很奇怪了 a 为算出 Z ? 就要有 
A 但4比 S 还要难算出4旦是还有更严重的问题。怎样实际匕去 
找这个算法4呢？我们先从一个“长”的程序开始算&即“复制”整 
个 B ; PRINT B a 这样至少大体可以感到算出 B 需要多长的程序。然 
后再逐步改进它，以便越来越接近长 为1 的最短程序。但在这个 
过程中，怎样保证所得的每一个程序不至于永不停止?这个 N 题是 
很自然的，因为若有程序短于则它必然氷不停止，否则我们就 
会有短丁 的程序来箅出 E 而与 K u 之定义矛盾 a 当然我们会想 
到》是不是在长于 I 的程序中已经有了永不停止的程序 。但是 ，我 
们永 选不能 解决这个问题 & 因为图灵关于停机问题的研究已经指 
出这是不可判定的了。这里，哥德尔的“阴影”又 - 次笼罩了我们! 

我们不再向下讨论了，这一节的内容比较散，而且都是现在数 
学家们正在研究中的问题，所以没有任何一个问题有确定的答案。 
但是有一点是明确 的:在 用数学来研究宇宙时，我们越来越遇到一 
些根本性的间题:这种研究的意义何在？在什么地方会遇到人类理 
性本身所具有的局限性？虽然我们只就生态学中一个很简单的模 
型即方程 （1) 提出了问题，但是人们马上就会想到,数学中的核心 
问 题:牛 顿力学、马克思威尔方程、量子物理的薛定谔方程等等，会 
不会也出现这种问题呢?当我们遇到了求解不可解的问题、预测不 
可预测的事时，上面的讨论会给我们什么样时启示和帮助呢？ “路 
漫漫其修远兮，吾将上下而 求索' 
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结束语 


#们不得不停止下来，因为我们现在涉及的问题乃是正在 
研究中的问题。谁也不能保证，这些问题是真正有意义的问题，谁 
也不知道这些问题确切的含义是什么。也许再过十年到本世纪末 
可以看得更清楚:现在我 们讨论 的问题真正有意义的是多少，其真 
正的意义又何在。几乎完全不必怀疑，现今人们最热门的话题有许 
多会退隐到深沉的黑暗中去，被人遗忘。但是到了那时，又会出现 
那时的新问题，所以，人们还会处于同样的境地如果与十八世纪 
数学家比较，那时他们敢于呼唤“前进吧，你就会有信心，，，今天的 
数学家还有这样的豪情吗？有谁敢说，数学已经得到 r 严格的基 
础，数学给我们带来了完全确定的 知识？ 相反地，比较一致的看法 
是，关于数学基础是不可能有一个最终的、为一切人所接受的解决 
的。 

可是，参加到数学家队伍里来的人越来越多，数学的应用范围 
越来越大，人们越来越懂得 ，一 个国家的数学敎育和研究的水平乃 
是它的不可代替的资源，是一个国家综合实力的一部分。从这个意 
义上说，也许很多人会 同意: _ 个没有现代数学的文化是注定要衰 
落的 & 然而我们这本书一再强调的正是不要只从技术方面来看待 
数学 u 数学的事业是-桩伟大的探索，探索宇宙和人类自己最深的 
奧秘。几千年来，这一个信念鼓舞着数学家前进，只有这样才能理 

解，何以他们能在几 f 完全看不到前景的情况下终生不懈地追求。 

216 



举例来说，我们在前曲一再提到哥德尔的阴影，为什么数学家实际 
上并不太担心这个问题呢？我们在前面曾把数学比喻为一株参天 
大树，它并不是单向地只从最细微的须根向 h 生位的，因而只要这 
根最细微的根出/问题，则或迟或早数学这株大树会要倒下来.只 
能劈成柴火去烧。数学是向两个方向生长的，即向研究宇宙的深 
度，也向研究自身——作为人类的理性思维一^的深度.认识宇宙 
会有许多不可解决的问题,我们并不因此而气馁，认识人类自巳也 
会遇到许多难以解决的问题，又何必气馁而怀疑整个数学的价值 
呢?哥德尔定理不是失败的 记录时 是胜利的记录，是人类认识6 d 
的伟大胜利。如果说哥德尔定理揭示了形式系统的深刻矛盾 ，则问 
题在于数学本身并不一定要是形式系统:我们是为了探素数学知 
识是否确切可靠，才把数学变成了--个形式系统的，或舌说是从形 
式系统的角度来看待数学的。这又一次使我们想起盲人摸象的故 
事。第二章里我们说过，对数学究竞是什么我们无法回答。不识庐 
山真面目，只缘身在此山中。如果有人一定要 i 几笑数学家是盲人摸 
象，回答他的最好办法是:请你来试一试。但是我们又必须承认自 
己是盲人摸象，何况还是一只不断变化、不断发展、难以驾驳的象 。 
我们忽然摸不着它的踪影了，但不必怀疑根本没有这只象的存在, 
完全可以变一个角度再“摸 '形式的思维有局限，何妨用非形式的 
思维？形式主义有不高明之处，但有直觉主义为它作补充。不论各 
方面的立论之处有多少不同，作为理论的探索却是-致的^几千年 
的历史给我们一个信 心:这 样的探索是一定会有成果的，面且其成 
果之丰硕是我们自己无法预见的 D 

在本书结束的时候，我们不妨再从反而来看一下数学发展的 
历史 . 如果不是这样一种探索的精神支持•数学将是什么样，人类 
社会又将是什么样。那时，或者人们不去研究数学而任数学与占星 
卜卦混在一起，成为徐光启说的“妖妄之术”，或者，人们研究数学 
只是为了解决眼下的实际问题，至于更深层次的问题，不但谈不到 
解决:，甚至无法提出，因为在这本书里我们已经看得很清楚，没有 


217 



相当的数 学知识 ，根本不可能从更深的层次上反映人类的实践活 
动所带来的问题□那样的话，一切深刻的问题都只好交给徐光后所 
说的“土苴天下之实事”的“名理之儒”。 f 是，我们不4有欧几里 
德，因为 《几何 原本》上讲的几何定理大部分还是可以摸得着的，可 
以凭直接经验知其为真的；就解决眼 F 的问题而言，承认这些定理 
也就行 r ， 不需要写什么《几何原本这样，我们就还不断地徘徊， 
不知道到了什么时候，人们才感到了有必要把自己的知识整理成 
有系统的体系，直到那时人们才能在认识宇宙上前进一步□我们也 
不会杯非欧几何。因为即令人们终于找到另一个方法——不一定 
是公理方法——整理自己的数学知识，也不会对平行线公理有什 
么怀疑。没有非欧几何_自然也就没有相对论，没有全部现代的物 
理学以及以之为基础的全部现代技术。那样也不会有全部关于数 
学基础的研究，不会有形式系统这样的思想，不会有哥德尔定理， 
同样也不会有计算机。更重要的是,没有人类理性思维的高度发 
展，人的精神状态会是什么样呢?总之，可以毫无疑问地说 ，没有现 

代数学就不会有现代文化。 哥德有一句名言： 

Wer immer strebend sich bemtiht 


Den konnen wir erlosen 

不断探素的人有救了. 

至亍从事这项伟大事业的个人，尽管从整体上讲来是在作一项伟 
大的贡献，但从个人来说却很难得到什么。其实和工人、农民一样， 
他们的劳动建立了人类社会的大厦，但实在说不出有哪一决砖、哪 
一片瓦是属于他自已的。这一批人中的绝大多数没有创立了不起 
的丰功伟绩.而只能一生默默无闻地耕耘。他们心甘情愿地奉献了 
自己 的-切 ，这就是 种 文化。要问这一批人为什么愿意付出自己 
毕生的精力，我想起了俄罗斯诗人莱蒙托夫的一篇名诗“童僧”。幼 
小的童僧被俘以后被送进一座修道院，虽然有长老对他的关怀和 
爱护，童僧满心渴望着自由而在一个深夜逃走。他看到了美丽的田 
野，又-次获得了自由。可是在深夜中与虎豹搏斗，受了重伤而昏 
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迷不醒。童僧醒来，发现己只得到了三天自由而义被长老救间了 
修道院•于是 他说： 

我一生要没有这幸福的三天， 

那它比起你这衰老的残年 
还要更凄惶*还要更 悲惨。 



编后 


《数学与文化》是《数学•我们 •数 学》丛书的最后一本（第9 
本），至此，这套丛书己全部出版。 

这套丛书的组稿始于 1987 年，而我们荫发这祌想法，感觉到 
有必要出版这样一套丛书，向广大读者介绍教学的一些思想，它的 
地位、重要性和作用，始于30年代初期。我们通过与数学家的交谈 
和不断地进行调查研究，这种想法越来越明确。至 1987 年，我们希 
望当时身为北京大学校长的丁石孙先生能够承担起此丛书的主编 
工怍，几次豎 H 恳请。他出于对数学的感情，对教育事业的关心，在 
当时极其繁忙的工作中，肩负起了此套丛书的主编工作，花费了不 
少的时间和心血，亲_组稿和 定稿， 还主笔撰写了此丛书的第一本 
——《数学与教育 h 

1989 年我们出版了《数学与教育》、《数学与军事》、《数学与思 
维 ))、《t 学与哲学》这 4 本；] 990 年又出版了《数学与经济 》、 《数学 
与创造》、《数学与语言 >)、《数学与社 会)〉 、《数学与文化》这 5 本。 

世界著名数学家陈省身先生挥毫为本丛书題了词。 

尽管这埤，我们觉得这套丛书出得还不尽如意，原因是多方面 
的。 

首先，这套书的每本都是不容易写的。因为它的匀容不仅是 
数学，迈涉及到多个学科我们已拟就的一批选题，有的难干找到 
合适的 f 乍者，只得忍痛放弃。应该说，我们的选题是有计划的，但又 
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不是经过周密计划的。其次，有的书稿在写泎过程中，由于怍者各 
方面 的原因，半成鲈的 与稿夭 折，/ I 乎 迫使我 们取消 读 选题的 i 版 
计划、幸喜诸多先 i 的梠助.重觅怍者.另起炉处，才得以桉计划进 
行，侄已显得勿伫。 

正因为难写 .我们 在一产妗*就不强求 it 丛书 的每一 本的体例 
都要一致.可以 s 学科的不瓦特点而取不同的写作方式。我 〈 n 还尽 
量尊重每个作者的写作风格.不求一律。 

我们希望通过每个问题的提出却讨论，能够使广大读者有一 
今积极的思考，并有所启发。对于数学如此广泛的佥用，它与各个 
学科领域密不可分的关系.有一入较深入的了解，这样，不但有利 
于数学的发展，还有利于其它学科的发展，这样我们的心血就没有 
白费。 

现在，我们将这 s 本书奉献给广大读者.希望在不久的将来， 
能够听到关于这套丛书的各种回音。 

本丛书责任编辑孟实华 

1990年11月 
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